Tomographie discrete

Christoph Durr
LRI, Univ. Paris-Sud



informel

Le probleme

Etant donné des projections sur les lignes et les colonnes
retrouver une configuration qui a ces projections.



Plan de |I'exposé

Considerer plusieurs variantes du probleme de
reconstruction, et trouver lesquelles sont NP-completes et
lesquelles peuvent étre résolues efficacement.

e Le probleme de base : reconstruire des ensembles de
cellules

e Reconstruire des ensembles particuliers : polynominos,
ensembles convexes, etc.

e Reconstruire des matrices de permutations

e Reconstruire des pavages



Reconstruire des matrices 0-1

Entrée:
Sortie: tel que
ZAZ-J- =c; et ZAij = r;

j i

Exemple
2 3 2 3 3

3/0 1 1 0 1

411 1 0 1 1

210 1 1 0 O

31 0 0 1 1

110 0 0 1 O




Autre formulation

Graphe Biparti aux Sequences de Degrés Données

Entrée:
Sortie: un graphe biparti entre et
tel que et pour tous




Complexité

e Reconstruire une matrice: [Ryser,1957] et
[Gale, 1957]

e Compter le nombre de solutions: conjecturé
#P-complet PDb ouvert!

Compter le nombre de matrices dans aux
projections est #ZZP-complet
[Kannan,Dyer,Mount,1997]

e Décider si la solution est unique: [Ryser,1957]



Caracterisation de Ryser

Soient triés en ordre décroissant avec
Alors

Thml a une solution si et seulement si

Thm?2 a une unique solution si et seulement si

e i est le dual de

e c <71 dénote que » domine



Définition du dual

Le dual de est le vector

ar = [{j : a; <k}
-
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Définition d'un ordre partiel

Pour (/) domine «) si

Zaz‘S

1=1 7

bi

k
1

Fait

a=<bssib=<a



Thm: (r,c) a une solution ssi ¢ X7

Pour construire une solution il suffit de déplacer des cellules
vers la droite dans une méme ligne afin d'obtenir les
projections sur les colonnes . Cette opération donne des
projections de colonnes plus petites ().
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Algorithme glouton en O(nlogn)
1. trier les colonnes tg les projections sont décroissantes

2. pour chaque ligne ¢, placer r; cellules dans les colonnes aux plus
grandes projections restantes.

Ceci préserve l'invariant , et peut étre fait tg (1) I'ordre des
projections sur les colonnes est préservé et (2) les cellules dans une
lighe ne forment au plus deux intervalles.
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On peut produire une représentation compacte de la matrice (taille
O(nlogn)), qui permet des acces en temps constant.
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Echange élémentaire

L'intersection de deux colonnes et deux lignes, comportant
4 cellules, diagonalement de la méme valeur — un échange

circulaire des cellules préserve les projections.

RN 1| O
-

L [ O [
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Un ensemble de solutions tres structuré

Toute matrice peut étre obtenue par toute autre matrice
ayant les mémes projections par O(n?) échanges
élémentaires
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Reconstruire a partir de k£ projections

e Deécider s’il existe une matrice 0-1 satisfaisant
projections données est NP-complet.
[Gardner,Gritzmann,Prangenberg,2000]
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0 2
21 J1 1

010013

e On peut construire en temps polynomial une matrice
O-1 qui ne dépasse pas les projections et qui contient
au moins des 1's demandés.

[Gritzman,de Vries,Wiegelman,2001]
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Propriétés de matrices 0-1

Il peut y avoir un nombre exponentiel de solutions. On peut
vouloir reconstruire seulement des solution ayant une bonne
propriéte.

polyomino h-convex Vv-convex

hv-convex polyomino hv-convex polyomino convex
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Complexité

h-convex

hv-convex

convex

[Ryser57]

[Barcucci..96]

[Woeginger96]

polyomino

[Woeginger96]

[Barcucci..96]

[*]

ouvert **

* [Barcucci,Del Lungo,Nivat,Pinzani,1996] puis [Chrobak,Diirr,1998]

puis . ..

*% Pour 4 directions particulieres ou 7 directions arbitraires le probléeme
est polynomial et a une unique solution [Daurat,2001]
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Un algorithme pour reconstruire des
polyominos hv-convexes
Hi&,'

Kk

VA

La Formule 2SAT Fy

est satisfiable ssi il y a une solution ancrée en
Algorithme en O(n?)

pour tout k,[: vérifier si Fy; est satisfiable

"

O(:;Q) O(n?)
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Décompositiopr\w en regions o
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coins

Cor = /\ 4
1,]

[ A= A
Bij = Bi-1;

Cij = Ciy1j

Dij = Dit1,

A ;= A
B; ;= B; j+1
qu,j = Ci,j—l
D;;= Dijq1 |
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Régions disjoints

Dis = /\ {X;;=1Y,;;: pour des symboles distincts X,Y € {4,B,C, D}

©,J
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Ensemble connexe

Con = /\ {Ai,j = Ei—l—l,j—l—l Bi,j = 6i+1,j_1}

t,J
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AnNncres

Anc = (Zk,l A Fk:,l A 6143,1 A\ Ek,l) A\ (Zl,n A\ El,n A\ él,n A El,n)

ﬂ&l
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Bornes inférieures sur les projections sur
les colonnes

LBC = /\ {(Ai,j V Bz‘,j) = (6z‘—|—cj,j /\Ei—l-cg-,j)} A /\ {Cca',j Eca'aj}
]

/“{Awicﬂ%iAm:JM%j}AAﬂ7- D, ;}
Cj,J CjyJ

ii | Bij= Cite;5 Bijj = Dite,j
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Bornes supérieures sur les projections sur
les lignhes

UBR

/\ {(Zi,j Aéi,j) = (B’i,j-l-?“z' \ Di,j—l—’l“i)}
1,7

A

J

|

/\igmin{k,l} Aiaj = B’iaj‘l-?“i

Ni<i<k Aii = Dijtr,

—
p——
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Ni<i<i Cij = Bij+r,

/\max{kz,l}gi Ciaj = Di,j—|—7“z'



Réduction
Fy1=Cor N Dis N\Con AN Anc N LBC N\UBR

Il y a une solution ancrée en SSi est satisfiable.

Supposons que soit satisfaite. Soit
alors

Z ri > Z rowsum;(T') = Z colsum;(T) > Z c;.

g J J

T est une solution, car Nous avons suppose » .7 = ) . ¢;
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Solutions multiples
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Matrices de permutations

00120
1|7 : é
(...
1 1
1 0
1 L
11111
Etant donné existe-t-il des
permutations tq
0/0:1]2(3:4
1l1234f6 7 =HLOAIE
21284 58 1 =02,3,14
3(3 4567
414:5:6|7|8 C =23.357
01234
Ce pb est NP-complet par [Yu Wenci,1996]
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Sur un cylindre

00120

D

Etant donné
permutations tq

o =024134+ (mod n)
™ =14,3,2,0
C =11233

On peut résoudre ce probleme en temps
le théoreme de Hall [Nivat,2000]

28
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Pavages

Fixons une séquence de paves.

Un pavage d’'une grille est un ensemble non-recouvrant de
copies de ces pavés, translatés mais pas tournés, et inclus

dans la grille.
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Deux types de projections équivalents

projectionsdescentres  projections des cellules

Pour les deux types on a
o proj(AU B) = proj(A) + proj(B)

NNMNNNONBEDN

QO O0OOrOoOro
OFrRPOFrROORrk
QO WWOoOWwWwwOo

e {proj(A) : A a un seul pavé}
forme une base

Il vy a une bijection entre les deux
. types de projections

[colololololeNe)
[cNoloNoNeoNol o)
[cNololoNololeNe)
QO OOONNO
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Complexité pour un type de pavé

type de pavé complexité réference
{ } O(nlogn) [Ryser'1957]
{ """ } O(n?) [Diirr,Goles,Rapaport,Rémila,2000]

> Y2 atomes”

NP-complet

NP-complet

et [Picouleau,1999]

[Chrobak,Couperus,D,Woeginger,2002]

[Chrobak. . .,2002]

[Chrobak. . .,2002]
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Complexité pour plusieurs types de pavé

type de pavé complexité réference
{ -, } ouvert “Pb des 2 atomes”
{ . """ """ NP-complet [Chrobak. .. ,2002]

> "2 atomes”

(clairement)

{ Bl } NP-complet [Chrobak. . .,2002]
{ m ----- } NP-complet [Chrobak. . .,2002]
{ L NER | } NP-complet [Chrobak,Diirr,2001]
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Réduction du pb de 3 atomes vers un
probleme de reconstruction de pavage

pb de 3 atomes — pb de pavage

cellule bloc k x k
grille n X n grille nk X nk
contenu de cellule pavage admissible de bloc
différents couleurs projections (affine) linéairement indépendants
instance instance

2001000 11010 00 10110 00 1002000

210: O 1 O 1 O 1 O
0 RN 1] [o LL 0 e 0 e
0 o | e 1 o | oL, |
1o | ¢ [ | @ 1[o 1lo i 2[o O
o o [ o L o [
o [ = o [ o [ = o [ = | @
0 0 0 0
jaune bleu rouge blanc



(r,c) a une solution ssi (r',¢') en a une
Par construction

Montrer que (npcl) chaque bloc n'est pavé que de
maniére “admissible” et (npc2) aux projections de blocs on
peut associer de maniére unique des projections de couleurs

401400031140004104000 401400031140004104000

R OoOR
RO
oOR

ool "ngf? : 101
0201 Lk 020
101 | 020

COOPR~APRPOPLPODODOPLPONWOOODLMRLODN
COOP~ARPOPLPRODODOPLPONWOOODMRLODN
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Indépendence linéaire (affine)

2 1 o 1 O 1
0 1l o | LL 0 LL 0
0 0 Lo Do 1 O Do 0
elc1 e 1 o\_‘—L """ ] exX1 o | L\ """ | ed2
0 o | of _|_ 77777 0
0 0_|_‘ ,,,,, o_|_‘ ,,,,, i 0
0 0 : 0 : 0

(1) cie1 +...+tcgey =

(2) c1+...t¢4 = n

LLes coefficients ci,...,cq4 SONt spécifiés de maniére unique si
e1,...,eq4 sont affine linéairement indépendants.
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Autres réductions

Nécessite I'indépendence linéaire affine pour
(npc2)

100 100

010 000
11 1 0f°
00 00

jaune bleu

Plus difficile de montrer
0 2010 2
0 0000 0
2 109 2 0[9 o
10 © ] 00
10]9. 2 0|9
00 00
bleu rouge blanc mauvais pavage
202000 302000 211100 211100
0 0 1[o] 0 0
1 0 of 1] [O 1{o]
11S 2[0]_|o 2[o[|o 11o] 1l To
0 o] : of j 1] o 1l [o] .
20 2 OI_O\_‘ 2 O\_O\_‘ 2fo[ o] 210 O\_‘
0 oL | oL [ oL | 0 | |
' bleu rouge blanc blanc
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Problemes ouverts fameux

Reconstruire des Probleme des deux
pavages de dominos atomes
complets
22212222
31121233 20221212

WEFRFPEFEPDNDNDDN
WNDNWPNDNDN
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