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Introduction

Le microprocesseur a eu 25 ans l'ann�ee derni�ere. Depuis le processeur 4004 de Intel fabriqu�e

en 1971, les performances des microprocesseurs ont �et�e continuellement am�elior�ees. Ceci est

dû �a une avanc�ee technologique et dans une moindre mesure technique. Le d�eveloppement

continu de la photo-lithographie a permis \d'imprimer" de plus en plus de transistors de

plus en plus petits sur le silicium. Cependant cette progression a une limite pour deux

raisons. D'une part il existe une taille minimale en nombre d'atomes pour un transistor. Et

d'autre part la transformation croissante d'�energie �electrique en chaleur pose des probl�emes

de refroidissement et d'alimentation.

Toutefois une nouvelle technologie qui serait construite �a un niveau atomique et qui aurait

une faible consommation d'�energie pourrait contrer ces probl�emes.

Dans les ann�ees 60 Landauer a montr�e que toute op�eration de calcul irr�eversible (comme

mettre une variable �a z�ero, par exemple) d�egage forc�ement une quantit�e minimale d'�energie.

On pensait alors que tout calcul int�eressant doit être irr�eversible et qu'il existe donc une

quantit�e d'�energie incontournable n�ecessaire au calcul. Bennet [Ben73] a montr�e dans les

ann�ees 70 que tout calcul peut être simul�e e�cacement (avec un facteur de temps polynomial)

par un calcul r�eversible. En d'autres termes, la dissipation d'�energie d'un ordinateur n'est

due qu'�a la technologie utilis�ee et n'est pas inh�erente au calcul.

En essayant de simuler des syst�emes quantiques sur ordinateur, Feynman, Benio� et

Deutsch [Fey82, Ben82a, Ben82b, Deu85, Fey86] se sont pos�e la question de savoir s'il n'�etait

pas possible de contrer le sûr-coût exponentiel de la simulation en construisant un ordinateur

bas�e sur la m�ecanique quantique. Les lois de la physique imposent �a une telle machine de

n'�evoluer que de mani�ere bijective. Le support d'un ordinateur quantique pourrait être un

syst�eme physique soumis aux lois de la m�ecanique quantique, par exemple des atomes, des

�electrons, etc.

Un tel ordinateur pourrait tirer pro�t des particularit�es des syst�emes quantiques pour

r�esoudre certains probl�emes plus e�cacement qu'une machine classique. Les premiers articles

d�e�nissant formellement des mod�eles de calcul quantique (circuit quantique [Deu89, Yao93],

machine de Turing quantique [Deu85, BV93]) contenaient l'intuition que ces machines seraient

plus puissantes que les ordinateurs classiques. En 1994, Shor [Sho94] a trouv�e un algorithme

quantique e�cace pour la factorisation, venant renforcer cette intuition, car on conjecture

qu'il n'existe pas d'algorithme classique polynomial pour ce probl�eme. D'ailleurs le syst�eme

cryptographique RSA est bas�e sur cette conjecture. Ce r�esultat a suscit�e l'int�erêt d'un grand

nombre d'informaticiens pour trouver des algorithmes quantiques destin�es �a d'autres prob-
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l�emes : la recherche g�en�erale [Gro96, BBHT96], son application �a la recherche du minimum

[DH96] (voir chapitre 9), la transformation de Fourier dans les groupes Ab�eliens [Kit95] et

dans les groupes non-Ab�eliens [H�y97].

Tous ces algorithmes n'ont �evidemment un int�erêt pratique que s'il est possible de con-

struire un ordinateur quantique et de le faire fonctionner avec des frais abordables. En 1993

Lloyd [Llo93, Llo94] a envisag�e une possibilit�e de r�ealiser un ordinateur quantique sous forme

d'un automate cellulaire quantique particulier. Un automate cellulaire [FAQ] est un ensem-

ble de cellules dispos�ees sur une grille. Chaque cellule se trouve dans un �etat qui change

en fonction de l'�etat des voisins. Les automates cellulaires sont utilis�es pour mod�eliser des

ph�enom�enes physiques [Mar87], mais sont aussi un mod�ele de calcul au même titre que les

machines de Turing.

1

Cet article de Lloyd nous a motiv�e �a d�e�nir formellement une variante d'automate cellu-

laire quantique (ACQ �ni) [DLS96] ; d'autres variantes ont �et�e introduites ind�ependamment

dans [Wat95, Dam96]. Mais tous ces mod�eles sont id�ealis�es, dans le sens o�u ils supposent

que l'ordinateur quantique est coup�e du reste du monde. Or l'interaction in�evitable avec

l'environnement produit un e�et dit de d�ecoh�erence qui empêche les m�ecanismes internes de

la machine, et font qu'elle se comporte partiellement comme une machine classique, ce qui

restreint l'int�erêt de la machine quantique. D�esormais la principale activit�e dans le domaine

est consacr�ee aux codes correcteurs susceptibles de corriger dans une certaine mesure cet e�et

n�egatif.

En dehors de la question de savoir si oui ou non, un tel ordinateur est r�ealisable, les travaux

concernant ce sujet ont relanc�e en physique la recherche sur la d�ecoh�erence. En informatique

ils permettront peut-être de comprendre quel est l'apport en pouvoir de calcul des sch�emas

d'interf�erences, intervenant dans les ordinateurs quantiques.

Personnellement je suis plutôt int�eress�e par la question suivante. La version moderne de la

th�ese de Church-Turing postule que tous les mod�eles de calcul raisonnables peuvent se simuler

mutuellement avec un surcoût polynomial. Est-ce que cette �equivalence est toujours v�eri��ee

pour les versions quantiques de ces mod�eles ? Les r�esultats existants semblent a�rmer cette

question, mais on ne sait toujours pas si les automates cellulaires quantiques �nis peuvent

être simul�es par des machines de Turing quantique avec un surcoût uniquement polynomial.

R�esultats personnels

Motiv�e par un article de Lloyd [Llo93, Llo94] qui d�ecrivait comment on pourrait �eventuelle-

ment concevoir un ordinateur quantique par un automate cellulaire quantique particulier, nous

avons g�en�eralis�e avec Hß½ng LêThanh et Miklos Santha le mod�ele des automates cellulaires

�nis dans [DLS96]. L'id�ee qu'un ordinateur quantique (ou même le monde) serait peut-être

un automate cellulaire quantique est d�ej�a dans l'article fondateur de Feynman [Fey82]. Pour

qu'un mod�ele soit raisonnable il faut pouvoir caract�eriser ses instances valides. C'est ce que

nous avons fait en [DLS96, DS96] en donnant un algorithme qui v�eri�e si une instance donn�ee

du mod�ele est valide.

1

Il est facile de construire pour toute machine de Turing un AC qui le simule sans surcoût.

�

A l'inverse

comme une machine de Turing ne peut changer qu'une seule cellule �a la fois, elle ne peut simuler une transition

compl�ete d'un AC. Par contre elle peut bien sûr calculer le nouvel �etat d'une cellule donn�ee. Donc l'�etat d'un

ensemble �ni de cellules au bout d'un nombre �ni de transitions de l'AC peut être calcul�e en temps �ni par

une machine de Turing.
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Grover [Gro96] a trouv�e un algorithme quantique de recherche g�en�erale. Avec Peter H�yer

nous avons utilis�e cet algorithme pour r�esoudre de mani�ere optimale le probl�eme de recherche

du minimum, auquel il ne s'appliquait pas directement.

Nous donnons �egalement des preuves plus courtes d'une part pour le premier th�eor�eme

de [BV93], qui �etablit que l'isom�etrie et l'unitarit�e sont des propri�et�es identiques pour les

op�erateurs d'�evolution des machines de Turing quantiques, et d'autre part pour le premier

th�eor�eme de [Wat95] qui caract�erise les automates cellulaires quantiques partitionn�es dont

l'op�erateur d'�evolution est unitaire.

Plan de lecture

3 Notations

5 AC 4 Calcul quantique

6 ACQ 9 Algo. de rech.

7 Algo. de d�ec.

8 Comparaison



10 Chapitre 2. Introduction



3

Notations

Dans ce chapitre nous introduisons les notations utilis�ees tout au long de la th�ese.

Ensembles

Nous notons par N;Z;R et C respectivement l'ensemble des entiers naturels, des entiers, des

r�eels et des complexes. Les entiers modulo k sont not�es Z

k

= f0; 1; : : : ; k � 1g. Les r�eels

positifs ou nuls sont not�es R

+

. Le conjugu�e de � 2 C est not�e �, et le module j�j.

Un intervalle �ni sur les entiers est not�e [j; k] pour j � k et d�e�nit l'ensemble �ni d'entiers

cons�ecutifs fj; j + 1; : : : ; kg.

Soit Q un ensemble. Le cardinal de Q est not�e card(Q).

Soient E et E

0

des ensembles d�enombrables. L'ensemble des vecteurs dont le domaine

d'indices est E et dont les composantes sont en Q est not�e Q

E

. Pour v 2 Q

E

, la composante

d'indice i 2 E est not�ee v

i

. Pour tout n � 1, nous abr�egeons Q

[1;n]

par Q

n

.

L'ensemble des matrices de Q, dont le domaine d'indices des colonnes est E et celui des

lignes est E

0

est not�e Q

E�E

0

. Pour M 2 Q

E�E

0

, la composante de la colonne i 2 E et ligne

j 2 E

0

est not�ee M(j; i). Si E = [1; m] et E

0

= [1; n] alors Q

E�E

0

est not�e Q

m�n

. Pour tout

M 2 C

E�E

0

, nous notons M

y

2 C

E

0

�E

la matrice transpos�ee conjugu�ee de M .

Espaces de vecteurs

Soit C un ensemble d�enombrable. Tout �el�ement u de C

C

est un vecteur complexe dont l'ensem-

ble des indices est C. Pour pr�eciser s'il s'agit d'un vecteur ligne ou d'un vecteur colonne nous

le notons respectivement par huj ou jui. En particulier, pour tout c 2 C, nous notons hcj

(respectivement jci), le vecteur de base qui contient 1 �a l'indice c et 0 ailleurs.

La norme (L

2

) d'un vecteur u 2 C

C

est d�e�nie par

kuk =

s

X

c2C

ju

c

j

2

:

Nous notons `

2

(C) l'ensemble des vecteurs de norme �nie. L'ensemble `

2

(C) muni de la norme

L

2

est un espace de Hilbert.

11



12 Chapitre 3. Notations

Pour tous vecteurs u et v de `

2

(C) nous notons le produit scalaire par

hujvi =

X

c2C

u

c

v

c

:

Nous remarquons que pour u 2 C

C

et c 2 C nous avons hujci = u

c

, et en particulier pour c et

d de C, hcjdi = 1 si c = d et hcjdi = 0 sinon. Nous avons aussi kuk

2

= hujui.

Si hujvi = 0, on dit que u et v sont orthogonaux et on note u ? v.

Une matrice M 2 C

C�C

est une application lin�eaire sur C

C

. La matrice est isom�etrique si

pour tout vecteur u nous avons kMuk = kuk. On dit que M est unitaire si

MM

y

= M

y

M = I;

o�u I est l'identit�e. L'isom�etrie est le fait d'être isom�etrique et l'unitarit�e le fait d'être unitaire

pour une matrice.

Pour tout c 2 C nous notons M(�; c) et M(c; �) le vecteur colonne et respectivement le

vecteur ligne de M d'indice c.

La norme (L

1

) d'un vecteur u 2 R

C

+

est d�e�nie par

kuk

1

=

X

c2C

u

c

:

Nous notons `

1

(C) l'ensemble des vecteurs de R

C

+

de norme (L

1

) �nie. Soit une matrice

M 2 R

C�C

+

. M est une matrice stochastique si pour tout vecteur u 2 `

1

(C) nous avons

kMuk

1

= kuk

1

.

Par la suite nous n'utiliserons plus la notation k�k

1

, il n'y a donc pas de confusion possible

avec la norme L

2

.

Matrices unitaires

Nous allons dans cette section �enum�erer des faits importants concernant les matrices unitaires

et les matrices isom�etriques.

Fait 3.1 Soit M 2 C

C�C

un op�erateur lin�eaire. Alors les trois conditions suivantes sont

�equivalentes :

1. M est isom�etrique.

2. Pour tout c; d 2 C le produit scalaire des vecteurs colonnes associ�es satisfait

hM(�; c)jM(�; d)i= hcjdi:

3. M

y

M = I.

Preuve :

(1) ) (2) Soit M isom�etrique et u et v deux vecteurs orthogonaux. Nous avons d'une part

kM(u+ v)k

2

= kMuk

2

+ kMvk

2

+ hMujMvi+ hMvjMui
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et d'autre part

kM(u+ v)k

2

= ku+ vk

2

= kuk

2

+ kvk

2

= kMuk

2

+ kMvk

2

;

ce qui implique

hMujMvi+ hMvjMui = 0:

Le même raisonnement pour iu et v implique

hMiujMvi+ hMvjMiui = ihMujMvi � ihMvjMui = 0:

Soient a; b 2 R tel que hMujMvi = a+ ib. Nous obtenons les �equations

(a+ ib) + (a� ib) = 0

i(a+ ib)� i(a� ib) = 0:

La premi�ere �equation implique a = 0 et la deuxi�eme b = 0. Donc Mu est orthogonal

�a Mv. En posant u = jci et v = jdi pour deux con�gurations distinctes c et d, nous

obtenons

hM(�; c)jM(�; d)i= 0:

De plus

hM(�; c)jM(�; c)i= kM jcik

2

= k jcik

2

= 1:

(2) ) (1) Soit u =

P

c2C

�

c

jci un vecteur arbitraire. Soit M tel que pour tout c; d 2 C,

hM(�; c)jM(�; d)i= hcjdi. Alors par lin�earit�e de M nous avons

kMuk

2

= hMujMui

=

*

M

X

c

�

c

jci

�

�

�

�

�

M

X

d

�

d

jdi

+

=

*

X

c

�

c

M jci

�

�

�

�

�

X

d

�

d

M jdi

+

=

X

c;d

�

c

�

d

hM(�; c)jM(�; d)i

=

X

c;d

�

c

�

d

hcjdi

=

X

c

0

j�

c

0
j

2

;

ce qui est par d�e�nition la norme de u au carr�e.

(2) , (3) Pour tous vecteurs de base u = jci et v = jdi, nous avons

hM(�; c)jM(�; d)i = hMujMvi

= hM

y

Mujvi

= (M

y

M)(d; c):

Il s'en suit que pourM

y

M = I si et seulement si pour tout c; d, hM(�; c)jM(�; d)i= hcjdi.
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2

Fait 3.2 Soit M 2 C

C�C

un op�erateur lin�eaire. Si M est une isom�etrie alors les vecteurs

lignes sont de norme au plus 1.

Preuve : Soit c une con�guration arbitraire et u = M(c; �) = M

y

jci le conjugu�e du vecteur

ligne de M �a l'indice c. Nous avons

hcjMui =

D

M

y

jci

�

�

�

u

E

= hujui:

La projection de Mu sur jci a donc la norme kuk

2

. Puisque la projection d'un vecteur v sur

un vecteur de norme 1 ne peut pas avoir une norme plus grande que v, nous avons (in�egalit�e

de Schwarz)

jhcjMuij � kMuk:

Par hypoth�ese M pr�eserve la norme, alors kMuk = kuk. En utilisant l'�egalit�e ci-haut, ceci

nous m�ene �a

kuk

2

� kuk

et donc kuk � 1. 2

Fait 3.3 Soit M 2 C

C�C

un op�erateur lin�eaire. M est unitaire si et seulement si M est

isom�etrique et les vecteurs lignes de M sont de norme 1.

Preuve : SiM est unitaire, alors par d�e�nitionMM

y

= I = M

y

M . DoncM

y

est isom�etrique,

et par le fait 3.1 les vecteurs lignes de M sont de norme 1.

Pour la partie \si", soit c une con�guration arbitraire et u = M

y

jci. Par le fait pr�ec�edent

nous avons hcjMui = hujui, et par hypoth�ese kuk = 1. Alors la projection de Mu sur c est de

norme 1. Par hypoth�ese M pr�eserve la norme, donc Mu est aussi de norme 1, et la projection

de Mu sur tout autre vecteur de base doit être 0. Donc pour toute con�guration d nous

avons que hdjMui est �egal �a 1 si d = c et 0 sinon. Comme Mu = MM

y

jci ceci �equivaut �a

MM

y

= I , ce qui conclut la preuve. 2
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Calcul quantique

Dans ce chapitre nous introduisons les ordinateurs quantiques en g�en�eral et d�e�nissons en

particulier le mod�ele de machine de Turing quantique.

4.1 M�ecanique quantique

Pour introduire le calcul quantique il nous semble impor-

tant de fournir au pr�ealable les notions de base de la m�ecanique

quantique. Le livre de vulgarisation \Quantum Electronic dy-

namics" de Feynman [Fey85] en est une introduction plus com-

pl�ete. Nous allons d�ecrire l'exp�erience principale dont traite

cet ouvrage.

Consid�erons l'exp�erience illustr�ee en �gure 4.1. Soit un mur

avec deux fentes laissant passer la lumi�ere. D'un côt�e on place

Fig. 4.1: Exp�erience �a 2 fentes.

une faible source de lumi�ere. De l'autre côt�e on dispose d'un d�etecteur de photon avec un

haut-parleur qui �emet un \clic" �a chaque fois que le d�etecteur intercepte un photon. La lu-

mi�ere a alors deux chemins pour atteindre l'appareil de mesure, un par la fente du haut et

un par celle du bas.

Fig. 4.2: Ph�enom�ene d�ecrit par le

mod�ele des ondes.

Nous remarquons qu'il y a des positions o�u le d�etecteur

n'intercepte aucun photon et d'autres o�u il en intercepte de

temps en temps. Le ph�enom�ene s'explique par le mod�ele

d'onde de la lumi�ere, comme illustr�e en �gure 4.2. Quand la

lumi�ere passe par une fente elle se propage ensuite comme une

onde. Les ondes �emises par la fente du haut et celles �emises

par la fente du bas se superposent, et s'ampli�ent �a certains

endroits et s'annulent �a d'autres. Le fait que l'appareil inter-

cepte la lumi�ere ou pas d�epend de la di��erence des distances entre le d�etecteur et chacune

des fentes.

15
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Maintenant changeons l'exp�erience un petit peu. Nous

pla�cons derri�ere chaque fente un d�etecteur de photon, qui �emet

un clic sur un haut-parleur d�es qu'un photon passe, sans toute-

fois l'intercepter. On peut alors observer les ph�enom�enes sui-

vants. Les deux haut-parleurs derri�ere les fentes ne cliquent

jamais en même temps. Si le d�etecteur initial intercepte un

photon, il y a exactement un des autres d�etecteurs qui �emet

simultan�ement un clic. Ceci s'explique par le mod�ele de par-

p

Fig. 4.3: Ph�enom�ene d�ecrit par le

mod�ele de photons.

ticules de la lumi�ere. Un photon emprunte un seul chemin pour aller de la source vers le

d�etecteur initial. Par contre dans cette exp�erience il n'existe plus de positions o�u cet appareil

n'intercepte plus rien. La lumi�ere ne se comporte plus comme une onde.

Nous avons alors deux mod�eles de la lumi�ere, dont chacun explique un ph�enom�ene particulier.

La m�ecanique quantique est un mod�ele qui explique aussi bien la premi�ere exp�erience que la

deuxi�eme.

p

p

50 %

50 %

Fig. 4.4: Un photon en superpo-

sition.

Quand un photon se d�eplace de la source vers le d�etecteur,

il emprunte les deux chemins en même temps. On dit qu'�a

chaque moment il est en superposition entre deux positions. A

chacune des positions nous associons une amplitude, un nom-

bre complexe, que nous pouvons repr�esenter par une 
�eche

dans le plan, comme en �gure 4.4. Si nous observons le photon,

nous ne le d�etecterons qu'�a un seul des endroits. Il choisira

alors au hasard une des positions, avec une probabilit�e qui est

le carr�e du module de l'amplitude associ�ee. Apr�es une obser-

vation l'amplitude associ�ee �a la position o�u il a �et�e observ�e sera

de module 1 et l'amplitude associ�ee �a l'autre position sera 0.

Ceci explique l'exp�erience de la �gure 4.3. Un photon qui atteint l'appareil a �et�e forc�e d'em-

prunter une des deux fentes par les appareils de mesure situ�es juste derri�ere le mur.

Expliquons maintenant l'exp�erience de la �gure 4.2 �a la

page d'avant avec le mod�ele de la m�ecanique quantique. Dans

ce mod�ele, �a tout moment il existe une instance du photon qui

a emprunt�e le chemin par le haut et une qui a pris le chemin du

bas. A chaque instance nous associons une amplitude. Au fur

et �a mesure que les instances avancent sur leur trajectoire, la

phase de leur amplitude associ�ee change proportionnellement

b

aa+b

97 %
3%

a
b

a+b

Fig. 4.5: Additions de deux am-

plitudes.

avec la distance parcourue. Ceci se traduit par un changement d'angle de la 
�eche par

laquelle nous repr�esentons graphiquement l'amplitude. Elle tourne alors comme les aiguilles

d'une montre, au cours du d�eplacement.

Quand deux instances du même photon arrivent au même endroit | en l'occurrence ici sur le

d�etecteur | l'amplitude avec laquelle le photon s'y trouve est la somme des amplitudes de ses

instances. Contrairement aux probabilit�es, les amplitudes peuvent s'annuler ou s'ampli�er,

comme l'illustre la �gure 4.5. C'est alors la di��erence des distances respectives entre les fentes

et le d�etecteur qui d�etermine si oui ou non l'appareil interceptera des photons.

Le mod�ele de la m�ecanique quantique ne s'applique pas qu'aux photons, mais aussi �a toutes

les autres particules, les �electrons, les ions, les atomes non-charg�es, etc.
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4.2 Conception physique du calcul probabiliste

Soit C l'ensemble d�enombrable des con�gurations d'une machine, par exemple d'une machine

de Turing. L'�etat d'une machine probabiliste est d�ecrit par un vecteur u 2 `

1

(C) de norme

(L

1

) 1, qu'on appelle une distribution.

Observation

L'observation totale de la machine r�ev�elera une con�guration c 2 C avec une probabilit�e

u

c

. La restriction aux vecteurs de norme 1 assure que la somme des probabilit�es vaut 1.

L'�etat apr�es observation sera jci, c'est-�a-dire la distribution qui associe probabilit�e 1 �a c et

0 ailleurs. De mani�ere plus g�en�erale, une observation partielle r�ev�ele une information, avec

une probabilit�e qui est la somme des probabilit�es associ�ees aux con�gurations compatibles

avec cette information. Par exemple l'observation d'une cellule du ruban d'une machine de

Turing probabiliste r�ev�ele une lettre x avec une probabilit�e qui est la somme des probabilit�es

de toutes les con�gurations qui ont la lettre x dans cette cellule. Apr�es observation, l'�etat

de la machine est la distribution normalis�ee, restreinte aux con�gurations compatibles avec

le r�esultat de l'observation. C'est-�a-dire, si nous r�ep�etons imm�ediatement l'observation, nous

obtiendrons le même r�esultat avec certitude, et l'�etat de la machine n'en sera pas modi��e.

�

Evolution

L'�evolution d'une machine probabiliste est d�ecrite par un op�erateur lin�eaire qui pr�eserve la

norme L

1

, c'est-�a-dire une matrice stochastique M 2 R

C�C

+

. Pour toutes les con�gurations c

et d, l'entr�ee M(d; c) indique la probabilit�e de faire une transition de c vers d. Si la machine

se trouve dans une distribution u �a un moment donn�e, par d�e�nition elle se trouvera en Mu

�a l'instant suivant.

Ce fait motive la restriction des matrices d'�evolution aux matrices stochastiques, car

il est n�ecessaire que l'image d'une distribution par l'op�erateur d'�evolution soit aussi une

distribution, et pour cela l'op�erateur doit pr�eserver la norme L

1

.

4.3 G�en�eralisation quantique

Une machine quantique est similaire en de nombreux points �a une machine probabiliste. Nous

commencerons �a exposer ce qu'il y a en commun, avant d'en discuter les di��erences.

L'�etat d'une machine quantique est un vecteur u 2 `

2

(C) de norme (L

2

) 1, qu'on appelle

superposition. Les composantes de ce vecteur s'appellent des amplitudes. On dit que la

machine se trouve dans la con�guration c avec amplitude u

c

.

Observation

L'observation totale de la machine r�ev�ele une con�guration c 2 C avec une probabilit�e ju

c

j

2

.

La restriction aux vecteurs de norme 1 assure que la somme des probabilit�es vaut 1. Une

observation partielle r�ev�ele une information, avec une probabilit�e qui est la somme des carr�es

des modules des amplitudes associ�ees aux con�gurations compatibles avec cette information.

Apr�es observation, l'�etat de la machine est la superposition normalis�ee, restreinte aux con�-

gurations compatibles avec le r�esultat de l'observation.



18 Chapitre 4. Calcul quantique

�

Evolution

L'�evolution d'une machine probabiliste est d�ecrite par une matrice M 2 C

C�C

, qu'on nomme

op�erateur d'�evolution. Nous disons que la machine est valide (ou unitaire) si M est unitaire.

Pour toutes les con�gurations c et d, l'entr�ee M(d; c) indique l'amplitude de faire une transi-

tion de c vers d. Si la machine se trouve dans une superposition u �a un moment donn�e, par

d�e�nition elle se trouvera en Mu �a l'instant suivant.

Il est n�ecessaire que l'image d'une superposition par l'op�erateur d'�evolution soit aussi

une superposition, et pour cela l'op�erateur doit pr�eserver la norme L

2

. Cependant la condi-

tion d'unitarit�e impos�ee aux op�erateurs d'�evolution est une restriction plus forte, qui a une

motivation physique.

G�en�eralisation

La machine de Turing quantique peut simuler e�cacement une machine de Turing proba-

biliste, et est dans ce sens une g�en�eralisation de ce mod�ele. La simulation repose sur quatre

r�esultats.

1. Sans perte de g�en�eralit�e on peut supposer qu'une machine de Turing probabiliste est

une machine d�eterministe qui a un ruban d'entr�ee suppl�ementaire, comportant des bits

al�eatoires.

2. Toute machine de Turing d�eterministe peut être simul�ee par une machine de Tur-

ing r�eversible, c'est-�a-dire dont la fonction de transition globale est injective [Ben73]

(pr�ec�ed�e par [Lec63]).

3. Si la fonction de transition globale d'une machine de Turing est injective, alors elle est

aussi bijective [BV93].

4. Il existe une op�eration de tirage quantique

1

, qui permet �a une machine de Turing quan-

tique entre autres de produire �a partir d'un ruban tout blanc un ruban contenant des

bits al�eatoires.

4.4 Mod�eles d'ordinateurs quantiques

Pour formaliser des algorithmes quantiques ou comparer la puissance du calcul quantique

avec celle du calcul classique, il faut un mod�ele formel informatique (par opposition �a \mo-

d�ele physique") d'un ordinateur quantique. Di��erents mod�eles ont �et�e d�e�nis �a ce jour : les

machines de Turing quantiques [Ben82a, Ben82b], les circuits quantiques [Deu89], les auto-

mates cellulaires quantiques (voir chapitre 6), et même le lambda-calcul quantique [May96].

Ce dernier mod�ele ne nous semble pas \raisonnable" pour les raisons que nous donnons

en section 4.5, et donc nous l'ignorons pour l'instant.

Les probl�emes naturels qui se posent avec ces mod�eles sont :

1. Pour chacun de ces mod�eles caract�eriser les instances valides, c'est-�a-dire les instances

dont l'op�erateur d'�evolution est unitaire.

1

en anglais Quantum Flip
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2. Pour chacun de ces mod�eles trouver une instance universelle, c'est-�a-dire une instance

valide qui simule e�cacement toutes les autres instances valides, c'est-�a-dire avec un

coût de simulation uniquement polynomial.

3. Comparer les mod�eles entre eux, c'est-�a-dire d�ecider si pour toute instance valide d'un

premier mod�ele il existe une instance valide d'un deuxi�eme mod�ele qui la simule e�-

cacement.

Certains de ces probl�emes ont �et�e r�esolus :

1. Bernstein et Vazirani [BV93] ont donn�e des conditions locales et facilement v�eri�ables

caract�erisant les machines de Turing valides. D�urr, LêThanh et Santha [DLS96, DS96]

ont d�ecrit un algorithme qui pour un automate cellulaire �ni quantique donn�e d�ecide si

l'op�erateur d'�evolution associ�e est unitaire. Van Dam [Dam96] a fourni un algorithme

similaire pour les automates cellulaires quantiques p�eriodiques, et Watrous [Wat95] pour

les automates cellulaires quantiques partitionn�es. Pour des circuits quantiques une telle

caract�erisation est inutile, car ils sont par d�e�nition unitaires.

2. Deutsch [Deu85] a donn�e une premi�ere machine de Turing quantique universelle, mais

dont le coût de simulation �etait exponentiel. Bernstein et Vazirani [BV93] ont ensuite

d�ecrit une machine universelle e�cace. Van Dam [Dam96] a construit un automate

cellulaire quantique p�eriodique universel. A ce jour on se sait pas s'il existe un automate

cellulaire quantique �ni universel. Une porte quantique est universelle si tout circuit

peut être simul�e par un circuit qui n'est construit qu'avec cette porte. Deutsch a d�ecrit

une porte quantique universelle [Deu89].

3. Yao [Yao93] a montr�e que toute machine de Turing valide peut être simul�ee par un

circuit valide. La simulation inverse est triviale. Watrous [Wat95] a d�ecrit comment un

automate cellulaire quantique partitionn�e peut simuler une machine de Turing quantique

valide et vice-versa.

Van Dam [Dam96] a pr�esent�e une simulation e�cace d'un automate cellulaire quantique

p�eriodique par un circuit.

Les relations entre les di��erentes variantes d'automates cellulaires quantiques seront

d�ecrites au chapitre 8.

La question de savoir si un automate cellulaire quantique �ni peut être simul�e par les

autres mod�eles de calcul quantique reste ouverte.

4.5 Lambda-calcul quantique

Dans cette section nous pr�esentons la raison pour laquelle le mod�ele de lambda-calcul introduit

par Maymin ne nous semble pas raisonnable.

Maymin repr�esente des superpositions par des collections | des multi-ensembles h�et�ero-

g�enes | dont chaque �el�ement peut être dot�e d'un signe de phase. Le module de l'amplitude

associ�ee �a un �el�ement est d�e�ni comme l'inverse de la racine du nombre d'�el�ements dans

cette collection. Par exemple la collection fa; bg repr�esente la superposition (jai + jbi)=

p

2.

Si le terme b de cette collection se r�eduit �a f�c; dg, le r�esultat est fa; f�c; dgg. Maymin a

d�e�ni une r�egle qui r�eduit ce dernier r�esultat �a fa;�c; dg, correspondant �a la superposition
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(jai � jci + jdi)=

p

3, alors que, intuitivement, nous devrions obtenir (2jai � jci + jdi)=

p

4.

Cette particularit�e lui permet de r�esoudre Sat e�cacement, et rend son mod�ele tr�es di��erent

des autres mod�eles de calcul quantique.

4.6 Machine de Turing Quantique

Les machines de Turing sont importantes pour le domaine de la complexit�e. Les principales

classes de complexit�e sont d�e�nies sur ce mod�ele. Nous allons alors consid�erer maintenant sa

g�en�eralisation quantique.

Une machine de Turing quantique (MTQ) est un triplet (�; Q; �), o�u � est un alphabet

�ni, comportant un symbole blanc  , Q est un ensemble �ni d'�etats et � une fonction de

transition locale de la forme

� : Q� �� ��Q � f�;?;�g ! C :

La machine comporte un ruban in�ni dans les deux sens, compos�e

de cellules indic�ees par Z. Chaque cellule contient une lettre de �,

mais seulement un nombre �ni de cellules di��erent du symbole blanc

 . De plus la machine a une tête de lecture/�ecriture qui pointe sur une

des cellules du ruban, et qui se trouve dans un �etat de Q. La fonction

locale � indique que si la machine est dans l'�etat q et lit la lettre x,

alors avec amplitude �(q; x; y; p; d) elle �ecrit y sur la cellule point�e

par la tête, change dans l'�etat p et d�eplace sa tête dans la direction

d 2 f�;?;�g. Ceci est illustr�e en �gure 4.6. Plus pr�ecis�ement la

direction � indique que la tête se d�eplace d'une cellule vers la gauche,

? indique que la tête reste sur place et � pr�ecise que la tête bouge

� � � x � � �

4

q

?

�(q; x; y; p;�)

� � � y � � �

4

p

Fig. 4.6: Une transition

d'une MTQ.

d'une cellule vers la droite.

Une con�guration de la machine est un triplet compos�e du contenu du ruban, de l'�etat

et de la position de la tête de lecture/�ecriture. Nous notons C l'ensemble des con�gurations.

Cet ensemble est clairement d�enombrable. L'op�erateur d'�evolution associ�e est une matrice

U 2 C

C�C

. L'entr�ee U(c

0

; c) d�esigne l'amplitude de faire une transition de la con�guration c

vers c

0

. Cette valeur est 0 si c

0

n'est pas accessible �a partir de c en une �etape, et sinon est

l'amplitude �(q; x; y; p; d) pour des valeurs q; x; y; p; d appropri�ees.

Nous notons �(�; �; y; p; d) le vecteur

P

q;x

�(q; x; y; p; d)jq; xi 2 `

2

(Q � �). De mani�ere

similaire nous utiliserons cette notation pour �(q; x; �; �; �) et �(q; x; y; �; d).

Contrairement �a nous, Bernstein et Vazirani ajoutent �a leur d�e�nition de la machine de

Turing quantique les restrictions suivantes.

� Les seules amplitudes autoris�ees sont celles pour lesquelles il existe une machine de

Turing (classique) qui calcule le i-�eme bit des parties r�eelle et imaginaire en temps

polynomial en i.

� Le type et le moment des observations �a e�ectuer sur la machine sont d�etermin�es par

un algorithme classique polynomial en la taille de l'entr�ee.

� La tête ne peut pas rester sur place, les seules directions possibles sont f�;�g.
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Les deux premi�eres restrictions sont cruciales pour leur preuve de l'existence d'une machine

universelle. Depuis l'article de Yao [Yao93] la derni�ere restriction est devenue inutile. Cepen-

dant nous n'entrerons pas en ces consid�erations, car il n'y a que la caract�erisation des machines

valides qui nous concerne. Nous l'exposons maintenant.

Th�eor�eme 4.1 ([BV93, th�eor�eme 2] g�en�eralis�e par [Mag95]) Soit (Q;�; �) une ma-

chine de Turing quantique et U l'op�erateur d'�evolution associ�e. Alors U est isom�etrique

si et seulement si les conditions suivantes sont satisfaites :

8q 2 Q; x 2 � : k�(q; x; �; �; �)k= 1 (4.1)

8q; q

0

2 Q; x; x

0

2 � : (q; x) 6= (q

0

; x

0

)) h�(q; x; �; �; �)j�(q

0

; x

0

; �; �; �)i= 0 (4.2)

8q; q

0

2 Q; x; x

0

; y; y

0

2 � :

h�(q; x; y; �;�)j�(q

0

; x

0

; y

0

; �;?)i+ h�(q; x; y; �;?)j�(q

0

; x

0

; y

0

; �;�)i= 0 (4.3)

8q; q

0

2 Q; x; x

0

; y; y

0

2 � : h�(q; x; y; �;�)j�(q

0

; x

0

; y

0

; �;�)i = 0 (4.4)

Preuve : Soit c une con�guration arbitraire, q son �etat et x la

lettre sous la tête. Par d�e�nition de l'op�erateur d'�evolution nous

avons kU(�; c)k = k�(q; x; �; �; �)k. Donc les vecteurs colonnes de U

sont de norme 1 si et seulement si condition 4.1 est satisfaite.

Nous montrons maintenant que les autres conditions caract�erisent

l'orthogonalit�e des vecteurs colonnes. Soient c; c

0

deux con�gura-

tions distinctes arbitraires. Alors hU(�; c)jU(�; c

0

)i est di��erent de 0

seulement s'il existe une con�guration c

00

qui est accessible �a la fois

de c et de c

0

en une seule transition. Soient A

0

; A

1

et A

2

les ensem-

bles des paires de con�gurations (c; c

0

) telles que les rubans de c et de

c

0

soient identiques en dehors des cellules point�ees par leurs têtes re-

spectives, et que les positions de leurs têtes di��erent respectivement

d'aucune, d'une ou de deux cellules. Par d�e�nition des machines de

Turing quantiques, seulement les paires (c; c

0

) 2 A

0

[ A

1

[A

2

peu-

� � � x y

0

� � �

4

q

?

� � � y y

0

� � �

4

6

� � � y x

0

� � �

4

q

0

Fig. 4.7: Deux con�gura-

tions de A

2

acc�edant �a une

même con�guration.

vent acc�eder �a une con�guration commune, comme illustr�e en �gure 4.7.

Nous avons alors pour toute paire de con�gurations (c; c

0

) de A

0

(respectivement A

1

et A

2

),

hU(�; c)jU(�; c

0

)i = 0 si et seulement si condition 4.2 (respectivement condition 4.3 et 4.4) est

satisfaite. 2

Th�eor�eme 4.2 ([BV93, th�eor�eme 1]) Soit (Q;�; �) une machine de Turing quantique et

U l'op�erateur d'�evolution associ�e. Alors U est unitaire si et seulement si U est isom�etrique.

Par d�e�nition de l'unitarit�e, pour prouver ce th�eor�eme il su�t de supposer que U est iso-

m�etrique et de montrer qu'alors U est unitaire. Il y a eu plusieurs preuves. Dans la version

conf�erence de [BV93] le th�eor�eme est montr�e en prouvant que U est surjectif, et dans la

version journal [BV97] en prouvant que les lignes de U sont de norme 1. Les deux preuves

argumentent avec une sous-matrice de U . Nous allons pr�esenter une troisi�eme preuve plus

directe.
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Preuve : Dans toute la preuve les domaines des variables

suivantes sont : q; p 2 Q; x; y 2 � et d 2 f�;?;�g.

Supposons que U soit isom�etrique. Soit c une con�guration

arbitraire, p son �etat et yy

0

y

00

les trois lettres centr�ees autour

de la tête, comme illustr�e en �gure 4.8. La ligne d'indice c

� � � y y

0

y

00

� � �

4

p

Fig. 4.8: Une con�guration.

dans U contient les amplitudes de faire une transition vers c. Le carr�e de la norme de cette

ligne est

kU(c; �)k

2

=

X

c

0

jU(c; c

0

)j

2

=

X

q;x

j�(q; x; y; p;�)j

2

+

X

q;x

j�(q; x; y

0

; p;?)j

2

+

X

q;x

j�(q; x; y

00

; p;�)j

2

= k�(�; �; y; p;�)k

2

+ k�(�; �; y

0

; p;?)k

2

+ k�(�; �; y

00

; p;�)k

2

:

Par le fait 3.3 nous avons pour toutes lettres y; y

0

; y

00

et tout �etat p,

k�(�; �; y; p;�)k

2

+ k�(�; �; y

0

; p;?)k

2

+ k�(�; �; y

00

; p;�)k

2

� 1;

et nous devons montrer qu'il y a �egalit�e.

Soient � et � deux permutations arbitraires sur �. Alors la cardinalit�e de Q� � est

X

q;x

1 =

X

q;x

k�(q; x; �; �; �)k

2

par le thm. 4.1

=

X

q;x;y;p;d

j�(q; x; y; p; d)j

2

=

X

y;p

k�(�; �; y; p;�)k

2

+ k�(�; �; y; p;?)k

2

+ k�(�; �; y; p;�)k

2

=

X

y;p

k�(�; �; y; p;�)k

2

+ k�(�; �; �(y); p;?)k

2

+ k�(�; �; �(y); p;�)k

2

:

Donc pour toute lettre y et �etat p nous avons

k�(�; �; y; p;�)k

2

+ k�(�; �; �(y); p;?)k

2

+ k�(�; �; �(y); p;�)k

2

= 1;

ce qui conclut la preuve. 2

4.7 Choix des amplitudes de transition

Adleman, DeMarrais et Huang [ADH97] ont �evalu�e le pouvoir de calcul de ce mod�ele en fonc-

tion des amplitudes utilis�ees par la fonction de transition locale. De mani�ere tr�es simpli��ee,

en codant en une amplitude r�eelle � un ensemble d'entiers tel que le i-�eme bit est 1 si et

seulement i est �el�ement de cet ensemble, il est possible de r�esoudre de mani�ere probabiliste

le probl�eme de l'arrêt avec une machine de Turing quantique.

Il est donc n�ecessaire de restreindre les mod�eles de calcul quantique �a n'utiliser que

des amplitudes de transition d'un certain sous-ensemble de C, pour que ces mod�eles soient

raisonnables.
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Cependant comme nous ne comparons pas dans cette th�ese le pouvoir de calcul des or-

dinateurs quantiques avec les ordinateurs classiques, nous nous permettons d'omettre cette

restriction. Notre algorithme de d�ecision pour des ACQ quantiques unitaires est insensible �a

une telle restriction.

4.8 Produit tensoriel

Dans cette section nous d�e�nissons d'abord le produit tensoriel de deux superpositions. En-

suite apr�es avoir expos�e l'intuition de cette notion et prouv�e une propri�et�e importante, nous

g�en�eralisons le produit tensoriel et la propri�et�e �a plusieurs superpositions.

Produit tensoriel de deux superpositions

Soient Q et Q

0

des ensembles d�enombrables. Alors pour tous vecteurs u 2 `

2

(Q); u

0

2 `

2

(Q

0

)

nous d�e�nissons le produit tensoriel entre u et u

0

,

u
 u

0

2 `

2

(Q� Q

0

);

pour tout xx

0

2 Q�Q

0

par

(u
 u

0

)

xx

0

= u

x

u

0

x

0

;

ce qui peut aussi être not�e par

hu
 u

0

jxx

0

i = hujxi � hu

0

jx

0

i:

Soit Q l'ensemble d'�etats d'une \cellule", et v 2 `

2

(Q�Q) l'�etat de deux cellules alors on

dit qu'elles sont ind�ependantes s'il existe u 2 `

2

(Q); u

0

2 `

2

(Q) tel que v = u 
 u

0

, sinon on

dit que les cellules sont enchevêtr�ees

2

. L'intuition de ces deux notions peut être illustr�ee par

des observations totales de la premi�ere puis de la deuxi�eme cellule. Dans le cas des cellules

ind�ependantes | o�u v = u
u

0

| la probabilit�e d'observer un x

0

2 Q dans la deuxi�eme cellule

sera toujours ju

0

x

0

j

2

, quelque soit l'�etat qui a �et�e observ�e dans la premi�ere cellule. Ceci n'est pas

le cas pour des cellules enchevêtr�ees. Prenons l'exemple de Q = f0; 1g et v = (j00i+ j11i)=

p

2.

L'observation de la premi�ere cellule r�ev�elera un x 2 Q avec probabilit�e uniforme. L'�etat des

deux cellules deviendra alors jxxi, et donc le r�esultat d'une observation de la deuxi�eme cellule

sera x avec certitude.

Lemme 4.1 Soient les superpositions u; v 2 `

2

(Q) et u

0

; v

0

2 `

2

(Q

0

). Alors

hu
 u

0

jv 
 v

0

i = hujvi � hu

0

jv

0

i:

Preuve :

hu
 u

0

jv 
 v

0

i =

X

xx

0

2Q�Q

0

hu
 u

0

jxx

0

i � hv 
 v

0

jxx

0

i

=

X

xx

0

2Q�Q

0

hujxi � hu

0

jx

0

i � hvjxi � hv

0

jx

0

i

=

0

@

X

x2Q

hujxi � hvjxi

1

A

�

0

@

X

x

0

2Q

0

hu

0

jx

0

i � hv

0

jx

0

i

1

A

= hujvi � hu

0

jv

0

i:

2

En anglais : entangled
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2

Ce corollaire suit imm�ediatement.

Corollaire 4.1 Soient les superpositions u 2 `

2

(Q) et u

0

2 `

2

(Q

0

). Alors

ku
 u

0

k = kuk � ku

0

k:

Produit tensoriel de plusieurs superpositions

Nous �etablissons ces notions dans un cadre plus g�en�eral. Pour tout ensemble �ni Q et tout

intervalle �ni I = [a; b] soit le produit tensoriel entre u

a

; u

a+1

; : : : ; u

b

,

O

i2I

u

i

2 `

2

(Q

I

)

d�e�ni pour tout w 2 Q

I

par

*

O

i2I

u

i

�

�

�

�

�

w

+

=

Y

i2I

hu

i

jw

i

i:

Ce produit satisfait les relations suivantes.

Lemme 4.2 Pour tout ensemble �niQ, tout intervalle �ni I = [a; b] et tout u

a

; : : : ; u

b

; v

a

; : : : ; v

b

2

`

2

(Q) nous avons

*

O

i2I

u

i

�

�

�

�

�

O

i2I

v

i

+

=

Y

i2I

hu

i

jv

i

i:

Preuve : par induction sur la taille de I . Pour card(I) = 1 l'�equation est triviale. Supposons

qu'elle est satisfaite pour tout intervalle �ni I tel que card(I) = n. Soit I = [a; a + n] un

intervalle arbitraire. Alors

*

O

i2I

u

i

�

�

�

�

�

O

i2I

v

i

+

=

*

u

a




0

@

O

i2[a+1;a+n]

u

i

1

A

�

�

�

�

�

�

v

a




0

@

O

i2[a+1;a+n]

v

i

1

A

+

= hu

a

jv

a

i �

*

O

i2[a+1;a+n]

u

i

�

�

�

�

�

�

O

i2[a+1;a+n]

v

i

+

(4.5)

=

Y

i2I

hu

i

jv

i

i: (4.6)

L'�equation 4.5 est justi��ee par le lemme 4.1 et l'�equation 4.6 par l'hypoth�ese d'induction. 2

Ce corollaire d�ecoule du lemme pr�ec�edent.

Corollaire 4.2 Pour tout ensemble �ni Q, tout intervalle �ni I = [a; b] et tout u

a

; : : : ; u

b

2

`

2

(Q) nous avons
















O

i2I

u

i
















=

Y

i2I

ku

i

k:
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Automates cellulaires classiques

Les automates cellulaires (AC) sont un mod�ele qui r�ealise de mani�ere discr�ete les notions

du temps, de l'espace et de la localit�e de la physique classique. Cette propri�et�e permet aux

automates cellulaires d'être un outil de mod�elisation qui trouve son application en physique,

biologie, sociologie, etc.

Sans vouloir 
atter un des rapporteurs, un bon r�esum�e sur l'histoire des automates cellu-

laires nous semble être celui qui est pr�esent�e dans [TM87, section 1.4].

Informellement un automate cellulaire consiste en un ensemble de cellules, dispos�ees sur

une grille. Toute cellule se trouve dans un �etat particulier. A chaque coup d'horloge les

cellules changent de mani�ere synchrone leur �etat en fonction de leur propre �etat et de l'�etat

de leur voisins. Dans le mod�ele que nous consid�erons

� les cellules sont indic�ees par Z

d

o�u d est la dimension,

� l'�etat d'une cellule est �el�ement d'un ensemble �ni d'�etats,

� chaque cellule a le même voisinage relatif,

� la changement d'�etat des cellules est ind�ependant de la position dans la grille et du

temps. Il est d�etermin�e par une fonction qui envoie pour chaque cellule l'�etat de son

voisinage au nouvel �etat.

Cette fonction de transition locale induit naturellement une fonction de transition globale qui

envoie une con�guration de l'automate cellulaire �a son successeur. Dans ce mod�ele des r�egles

locales tr�es simples peuvent alors d�e�nir un comportement global complexe.

1

5.1 Exemple d'automate cellulaire : Le jeu de la vie

L'exemple le plus connu est sans doute le jeu de la vie, invent�e par Conway et vulgaris�e par

Gardner [Gar70]. (Tapez M-x life sous l'�editeur Emacs pour voir une r�ealisation de cet

automate.)

Cet automate consiste en une grille carr�ee �a 2 dimensions, o�u chaque cellule peut être soit

morte, soit vivante. A chaque instant l'�etat d'une cellule change en fonction de son propre

1

Ceci n'est pas propre aux automates cellulaires. Voir la course �a la plus petite machine de Turing universelle

[Min67, section 14.8].

25
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�etat et de l'�etat des huit voisins imm�ediats. Si le nombre de voisins imm�ediats vivants est

exactement 3, la cellule devient vivante, si ce nombre est 2, elle reste dans son �etat pr�ec�edent,

et sinon elle meurt.

Dans ce mod�ele il existe des glisseurs, un ensemble de cellules vivantes, qui au bout de

quelques �etapes se retrouvent d�ecal�ees dans la grille. Figure 5.1 illustre un de ces glisseurs.

Il existe aussi des miroirs de glisseurs, des g�en�erateurs de glisseurs, des absorbeurs, etc. En

somme il est possible de simuler avec ce mod�ele une machine de Turing, et codant 1 et 0 par la

pr�esence et l'absence d'un glisseur, et en utilisant des constructions particuli�eres pour r�ealiser

les op�erations bool�eennes. Les d�etails de cette simulation ont �et�e �etablis par Roka [Rok96].

t = 1 t = 2 t = 3 t = 4 t = 5

Fig. 5.1: Di��erentes �etapes d'un glisseur dans le jeu de la vie de Conway

5.2 D�e�nition du mod�ele et de variantes

Nous allons maintenant d�e�nir formellement les automates cellulaires dont les cellules sont

dans un espace �a une dimension. Nous nous restreignons �a un type de voisinage particulier,

o�u le nouvel �etat d'une cellule d�epend de son �etat courant et de celui des r � 1 cellules

imm�ediatement �a droite. Nous d�ecrivons des voisinages plus g�en�eraux en section 6.3 �a la

page 37.

D�e�nition 5.1 (Automate cellulaire) Un automate cellulaire (AC) est un triplet A =

(Q; r; f) o�u Q est un ensemble �ni non-vide d'�etats des cellules, r la taille du voisinage et

f : Q

r

! Q une fonction de transition locale.

Une con�guration est une fonction des entiers vers les �etats. L'ensemble des con�gurations

est C

A

= fc : Z! Qg. L'�etat de la cellule i dans c est not�e c

i

. Le voisinage de i est

(c

i

; c

i+1

; : : : ; c

i+r�1

) 2 Q

r

et est not�e c

i+[r]

. La fonction globale associ�ee �a l'automate est

F

A

: C

A

! C

A

et envoie tout c 2 C

A

sur une con�guration d tel que pour tout i 2 Z,

d

i

= f(c

i+[r]

).

Pour illustrer cette d�e�nition, soit l'automate Xor = (f0; 1g; 2;+ (mod 2)). Un exemple

d'ex�ecution est visualis�e dans un diagramme espace-temps en �gure 5.2.

Chaque ligne repr�esente une partie d'une con�guration. Les cellules dans l'�etat 0 sont

blanches, celles dans l'�etat 1 sont color�ees. Dans ce sch�ema, le temps crô�t vers le bas,

c'est-�a-dire que le successeur d'une con�guration est repr�esent�e par la ligne suivante. L'�etat

d'une cellule �a un instant est fonction de l'�etat de cette même cellule et de sa voisine de droite

�a l'instant d'avant.

Cette d�e�nition se g�en�eralise pour des automates �a n-dimensions, simplement en rempla�cant

les entiers | indices des cellules | par des vecteurs d'entiers de dimension n. Mais dans
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ce qui suit nous allons uniquement travailler avec

des automates cellulaires �a une dimension.

Un automate cellulaire peut être consid�er�e comme

un mod�ele de calcul, dans le même esprit qu'une

machine de Turing. L'entr�ee de l'automate est une

con�guration initiale, et la sortie est une con�gu-

ration �nale. Une convention raisonnable consiste

�a �xer une cellule particuli�ere qui indique si une

con�guration est �nale.

Il s'agit alors d'un mod�ele de calcul massivement

parall�ele, car chaque cellule peut repr�esenter une

machine �a m�emoire born�ee qui communique avec

 espace !

# temps

Fig. 5.2: Un exemple d'automate cellulaire

ses voisins imm�ediats. Ce qui est atypique dans ce mod�ele, c'est qu'il existe une in�nit�e de

cellules qui calculent toutes en même temps. Il serait donc impossible de simuler un tel mo-

d�ele avec une machine de Turing en g�en�eral.

C'est pourquoi nous sommes plus int�eress�e par des variantes �nies des automates cellulaires.

Nous consid�erons deux mod�eles : Les automates sur des con�gurations �nies, et les automates

p�eriodiques. Dans le premier mod�ele nous nous restreignons �a un sous-ensemble des con�gura-

tions telles qu'�a tout moment, uniquement un nombre �ni de cellules peuvent changer d'�etat.

Dans la deuxi�eme variante les cellules se trouvent sur un support �ni. (Voir �gure 5.3).

idom(c)

ext(c)

Fig. 5.3: Une con�guration �nie (c) et une con�guration p�eriodique. Dans le premier cas, le voisinage

est de taille 2 et l'�etat quiescent est repr�esent�e en blanc.

D�e�nition 5.2 (

�

Etat quiescent) Un �etat q 2 Q est quiescent pour un automate A =

(Q; r; f) si f(q

r

) = q.

D�e�nition 5.3 (AC �ni) Un automate cellulaire �ni est un couple compos�e d'un AC A =

(Q; r; f) et d'un �etat quiescent q pour A. L'ensemble des con�gurations est C

q

A

= fc 2 C

A

:

cardfi : c

i

6= qg < 1g. Nous les appelons les con�gurations �nies. La fonction de transition

globale est la restriction de F

A

sur cet sous-ensemble de con�gurations. Nous la notons F

q

A

.

Pour toute con�guration �nie c, il existe un intervalle �ni I tel que la partie non-quiescente

de c r�eside en I , c'est-�a-dire pour tout i 62 I nous avons c

i

= q. Soit l'intervalle de domaine

idom(c) le plus petit intervalle qui satisfait cette contrainte, �a l'exception de la con�guration

toute quiescente, dont par convention l'intervalle de domaine est l'intervalle [0; 0]. Nous

d�e�nissons l'extension de cet intervalle par ext(c) = [j � (r � 1); k] si idom(c) = [j; k], �a

l'exception de la con�guration toute quiescente, dont l'extension de l'intervalle de domaine

est aussi [0; 0]. Il est clair que pour tout i 62 ext(c) nous avons c

i+[r]

= q

r

. Il s'en suit que si

F

q

A

(c) = d alors idom(d) � ext(c), ce qui prouve que d est aussi une con�guration �nie. Donc

F

q

A

est bien d�e�ni.
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La notion d'intervalle de domaine et son extension est importante pour cette th�ese. Elle

est illustr�ee en �gure 5.3 �a la page pr�ec�edente.

Par exemple (Xor; 0) est un automate �ni, et (Xor; 1) en est un autre.

Pour d�e�nir les automates cellulaires p�eriodiques, nous allons d'abord introduire la notion

de p�eriode d'une con�guration.

D�e�nition 5.4 (P�eriode d'une con�guration) Une con�guration c a une p�eriode k si

pour tout i 2 Znous avons c

i

= c

i+k

. Pour tout automate cellulaire A, une con�guration

c 2 C

A

est p�eriodique s'il existe un k, tel que c a une p�eriode k.

D�e�nition 5.5 (AC p�eriodique, support in�ni) Un automate cellulaire p�eriodique est

un automate cellulaire (tout court) A = (Q; r; f), dont l'ensemble des con�gurations est

l'ensemble des con�gurations p�eriodiques. Nous notons C

P

0

A

cet ensemble et F

P

0

A

la fonction

de transition globale associ�ee.

Toute con�guration c : Z! Q de p�eriode k admet une description �nie de la forme

c

0

:Z

k

! Q, et l'image de c a aussi la p�eriode k. Ceci motive la variante suivante.

D�e�nition 5.6 (AC p�eriodique, support �ni) Un automate cellulaire sur tore est un auto-

mate cellulaire (tout court) A = (Q; r; f), dont l'ensemble des con�gurations est C

P

A

=

S

k�1

fc : Z

k

! Qg. La fonction de transition globale est d�e�nie de la mani�ere suivante :

Elle pr�eserve la taille des tores, et l'image d'une con�guration est | similaire aux autres

variantes | la composition des images de la fonction de transition locale. Pour k � 1 et toute

con�guration sur tore c : Z

k

! Q, l'image de c par F

P

A

est une con�guration d : Z

k

! Q tel

que pour tout i 2Z

k

nous ayons d

i

= f(c

i+[r]

).

Pour toute con�guration sur tore c :Z

k

! Q nous notons par taille(c) la taille k du tore.

La repr�esentation des con�gurations p�eriodiques in�ni par des con�gurations p�eriodiques

sur tore n'est pas unique, car une con�guration in�ni de p�eriode k a aussi les p�eriodes 2k; 3k,

etc. Cependant le lemme suivant nous assure que cette repr�esentation pr�eserve des propri�et�es

importantes. Aussi �a partir de maintenant nous ne consid�erons plus que les con�gurations

p�eriodiques sur tore.

Lemme 5.1 Pour tout automate cellulaire A les propri�et�es suivantes sont �equivalentes :

F

P

A

injective, F

P

A

bijective, F

P

0

A

injective, F

P

0

A

bijective.

Preuve : Soit pour toute con�guration c (de C

P

A

ou de C

P

0

A

) la p�eriode minimale la plus petite

p�eriode de c.

Soit S

k

l'ensemble des con�gurations p�eriodiques in�nies de p�eriode minimale au plus k.

Alors S

k

est �ni, car card(S

k

) = card(Q)

k

. L'image d'une con�guration de S

k

ne peut pas

avoir une p�eriode minimale sup�erieure �a k, et est donc aussi dans S

k

. En cons�equence si F

P

0

A

est injective, sa restriction sur S

k

l'est aussi. Comme S

k

est �ni, elle est même bijective. Le

choix de k �etait arbitraire, donc dans ce cas F

P

0

A

est aussi bijective, prouvant F

P

0

A

injectif ,

F

P

0

A

bijectif.

La même argumentation s'applique aussi aux con�gurations sur des tore en �xant arbi-

trairement une taille de tore k, prouvant F

P

A

injectif , F

P

A

bijectif.

Soit c

0

2 C

P

0

A

une con�guration arbitraire, c 2 C

P

A

une de ses repr�esentations �nies. Par

les d�e�nitions des op�erateurs d'�evolution respectifs, F

P

0

A

pr�eserve la p�eriode minimale de c

0

si

et seulement si F

P

A

pr�eserve celle de c. Ceci prouve F

P

A

injectif , F

P

0

A

injectif. 2
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Nous voulons g�en�eraliser ces mod�eles pour le calcul quantique. Nous avons donc be-

soin d'une caract�erisation des automates dont la fonction de transition globale est injective

(respectivement bijective). La section suivante regroupe les r�esultats existants dans le cas

classique.

5.3 Caract�erisation des automates bijectifs

Amoroso et Patt [AP72] ont donn�e en 1972 un algorithme polynomial qui d�ecide si la fonction

de transition globale d'un automate cellulaire simple �a une dimension donn�ee est injective.

Ils pensaient que leur algorithme se g�en�eralise pour des automates �a plusieurs dimensions et

c'est seulement presque 20 ans plus tard qu'il a �et�e montr�e que ce probl�eme est ind�ecidable

pour des automates �a deux dimensions ou plus. Ce r�esultat de Kari [Kar90] est bas�e sur une

r�eduction d'un probl�eme ind�ecidable de pavage du plan. Il a �et�e ensuite g�en�eralis�e pour les

automates p�eriodiques par Durand [Dur94]. Par contre ce probl�eme reste ouvert pour les

automates sur les con�gurations �nies. C'est ce r�esultat d'ind�ecidabilit�e qui nous a motiv�e

�a nous int�eresser seulement aux automates cellulaires �a une dimension. Car les automates

classiques sont des cas particuliers des automates quantiques, les automates quantiques sont

par d�e�nition valides seulement si la fonction de transition globale est bijective, et nous ne

voulions pas travailler dans un mod�ele pour lequel il nous serait impossible d'en reconnâ�tre

les instances valides.

L'algorithme de Amoroso et Patt a �et�e am�elior�e par Sutner [Sut91] en utilisant la repr�e-

sentation �el�egante des automates cellulaires par des graphes de de Bruijn. C'est ce dernier

algorithme que nous pr�esentons maintenant.

Automates cellulaires triviaux

Un automate cellulaire A = (Q; r; f) est appel�e trivial si r = 1. Dans ce cas les cellules

�evoluent de mani�ere ind�ependante les unes des autres. La fonction de transition locale est

alors de la forme f : Q ! Q. Si l'�etat d'une cellule est x 2 Q �a un moment donn�e il sera

f(x) �a l'instant d'apr�es. Clairement F

A

est bijective (respectivement injective ou surjective)

si et seulement si f l'est aussi. Donc l'injectivit�e, la surjectivit�e et la bijectivit�e de F

A

sont

des propri�et�es �equivalentes.

A partir de maintenant nous ne consid�erons que les automates cellulaires non triviaux.

Graphes de de Bruijn dans le cadre des automates cellulaires

Les automates cellulaires ont �et�e d�ecris par des graphes de de Bruijn la premi�ere fois dans

[Wol84]. C'est cette repr�esentation �el�egante qui est la base d'un algorithme de Sutner pour

d�ecider l'injectivit�e de la fonction globale d'un automate donn�e.

�

Etant donn�e un automate cellulaire simple A = (Q; r; f) nous lui associons le graphe de de

Bruijn �etiquet�e aux arcs G

A

(V;E; g), d�e�ni par V = Q

r�1

et E = f(xw;wy) : x; y 2 Q;w 2

Q

r�2

g. A chaque arc (xw;wy) nous associons le voisinage xwy et l'�etiquette g((xw;wy)) =

f(xwy). Un exemple de ce graphe est donn�e en �gure 5.4 �a la page 31 pour l'automate Xor.

Un chemin in�ni dans les deux sens est une fonction p :Z! V tel que (p(i); p(i+1))2 E,

pour tout i. Un cycle est une fonction p : Z

k

! V pour un k � 1 tel que pour tout i 2 Z

k

,

(p(i); p(i+ 1)) 2 E.
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Nous �etendons g sur les chemins et sur les cycles. Soit p un chemin in�ni dans les deux

sens. Alors g(p) est une con�guration c tel que c

i

= g(p(i); p(i+ 1)) pour tout i 2 Z. Soit

p un cycle de longueur k, alors g(p) est une con�guration p�eriodique c de taille k, avec

c

i

= g(p(i); p(i+ 1)) pour tout i 2Z

k

.

Nous d�e�nissons les fonctions h de C

A

vers l'ensemble des chemins in�nis dans les deux

sens dans G

A

et h

P

de C

P

A

vers l'ensemble des cycles : Pour toute con�guration c, h(c) est

le chemin in�ni dans les deux sens p : i 7! c

i+[r�1]

. Pour toute con�guration p�eriodique d de

taille k, h

P

(d) est un cycle p : i 7! d

i+[r�1]

.

Alors clairement ces fonctions sont bijectives et satisfont

8c 2 C

A

: g(h(c)) =F

A

(c)

8d 2 C

P

A

: g(h

P

(d))=F

P

A

(c):

Soit q un �etat quiescent. Alors en particulier nous avons aussi

8c 2 C

q

A

: g(h(c)) = F

q

A

(c):

Un algorithme de d�ecision pour des automates cellulaires injectifs

D�ecider si la fonction globale d'un automate cellulaire est injective, revient �a v�eri�er qu'il

n'existe pas deux con�gurations di��erentes qui ont la même image. Ceci revient �a v�eri�er

qu'il n'existe pas deux di��erents chemins in�nis dans les deux sens qui ont la même �etiquette.

Pour d�ecider cela, Sutner [Sut91] construit un graphe �ni, tel qu'un chemin in�ni dans les

deux sens corresponde �a deux con�gurations ayant la même image (lemme 5.2). L'injectivit�e

de l'op�erateur d'�evolution correspond alors �a une propri�et�e du graphe (lemme 5.3) qui est

facilement v�eri�able (th�eor�eme 5.1). Ce r�esultat de Sutner s'applique aussi aux automates

cellulaires p�eriodiques et �nis.

Soit H

A

= (V

0

; E

0

) le graphe produit G

A

� G

A

auquel on a enlev�e certains arcs, plus

pr�ecis�ement V

0

= V

2

et

E

0

= f((xw; x

0

w

0

); (wy; w

0

y

0

)) : x; y; x

0

; y

0

2 Q;w;w

0

2 Q

r�2

: f(xwy) = f(x

0

w

0

y

0

)g:

Les arcs de ce graphe sont en bijection avec les couples de voisinages ayant la même image. Par

extension, les chemins in�nis dans les deux sens correspondent �a des couples de con�gurations

qui ont la même image. Pr�ecisons cette observation.

Pour H

A

nous consid�erons les mêmes notions de cycle et de chemin in�ni dans les deux

sens, comme pour G

A

, et consid�erons un troisi�eme type : Un q-cycle est un cycle p :Z

k

! V

0

tel que p(0) = (q

r�1

; q

r�1

), et si k > 1 alors p(k � 1) 6= p(0) 6= p(1).

Pour tout chemin p nous notons p

1

et p

2

les chemins de G

A

, tel que les domaines de p,

p

1

, et p

2

sont les mêmes et que pour tout i de ce domaine, p(i) = (p

1

(i); p

2

(i)).

Lemme 5.2 Les �equivalences suivantes sont v�eri��ees.

1. La fonction F

A

est injective si et seulement si pour tout chemin p in�ni dans les deux

sens dans H

A

nous avons p

1

= p

2

.

2. La fonction F

P

A

est injective si et seulement si pour tout cycle p nous avons p

1

= p

2

.

3. La fonction F

q

A

est injective si et seulement si pour tout q-cycle p nous avons p

1

= p

2

.
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0 1

1

1

0

0

0

0

1

1

0

1

1

0

Fig. 5.4: Les graphes G

Xor

(�a gauche) et H

Xor

(�a droite). Les �el�ements diagonaux sont color�es et les

composantes fortement connexes entour�ees par des traits pointill�es.

Preuve : Nous ne prouverons que la derni�ere partie, les preuves des deux autres �etant

similaires.

Soit L = f(c; d) 2 C

q

A

� C

q

A

: F

q

A

(c) = F

q

A

(d)g et soit T l'ensemble des q-cycles dans

H

A

. Nous allons d�e�nir une application M : L ! T . Pour (c; d) 2 L soit I = [j; k] le

plus petit intervalle qui contient aussi bien ext(c) que ext(d). Soit t = card(I). Alors par

d�e�nition M(c; d) = p avec p : Z

t

! V

0

et p : i 7! (c

i+j+[r�1]

; d

i+j+[r�1]

). Comme I a �et�e

choisi assez grand nous avons p(0) = (q

r�1

; q

r�1

). Comme I est minimal, si t > 1 alors

p(t � 1) 6= p(0) 6= p(1).

Puisque F

q

A

(c) = F

q

A

(d) nous avons pour tout i, f(c

i+[r]

) = f(d

i+[r]

) et donc p est bien un

q-cycle dans H

A

.

Nous montrons maintenant que M est surjective. Soit p 2 T un q-cycle arbitraire et t sa

longueur. Soient les con�gurations c et d, telles que pour tout i 62 Z

t

, c

i

= d

i

= q et pour

tout i 2 Z

t

, c

i

est la premi�ere lettre de w et d

i

la premi�ere lettre de w

0

avec p(i) = (w;w

0

).

Alors par construction M(c; d) = p.

Finalement c 6= d si et seulement si M(c; d)

1

6= M(c; d)

2

, car ces deux conditions sont

�equivalentes avec l'existence d'un i 2 I tel que c

i

6= d

i

. 2

Nous r�eduisons maintenant les caract�erisations �enonc�ees dans le dernier lemme �a des

propri�et�es du graphe H

A

qui sont facilement v�eri�ables.

Un sous-ensemble de sommets V

0

d'un graphe est fortement connexe si pour tout u; v 2 V

0

il existe un chemin (�eventuellement vide) de u �a v. Une composante fortement connexe d'un

graphe est un sous-ensemble de sommets qui est maximal et fortement connexe. Un sommet

de H

A

est diagonal s'il est de la forme (w;w) pour un w 2 Q

r�1

. Une composante fortement

connexe est triviale si elle n'est compos�ee que d'un unique sommet u et qu'il n'y a pas d'arc

de u �a u.

Lemme 5.3 Soient les propri�et�es suivantes du graphe H

A

.

1. Pour tout chemin p in�ni dans les deux sens, p

1

= p

2

.

2. Pour tout cycle p, p

1

= p

2

.

3. Toutes les composantes fortement connexes non-triviales ne contiennent que des som-

mets diagonaux.

4. Pour tout q-cycle p, p

1

= p

2

.
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5. La composante fortement connexe qui contient (q

r�1

; q

r�1

) ne contient que des sommets

diagonaux.

Alors les propri�et�es 1, 2 et 3 sont �equivalentes. Les propri�et�es 4 et 5 sont aussi �equivalentes

et la propri�et�e 3 implique 5.

Preuve : Nous commen�cons par remarquer que pour un chemin (respectivement un cycle)

p, p

1

= p

2

si et seulement si p ne passe que par des sommets diagonaux. Nous prouvons

maintenant les di��erentes implications du lemme.

(1) ) (2) Soit p un cycle et k sa longueur. Nous lui associons le chemin p

0

in�ni dans les

deux sens, d�e�ni pour tout i 2 Zpar p

0

(i) = p(i mod k). Clairement si p

0

1

= p

0

2

alors

p

1

= p

2

. Le choix de p �etant arbitraire, ceci prouve l'implication.

(2) ) (3) Pour toute composante fortement connexe non-triviale et deux de ses sommets

u; v, il existe un cycle qui passe par u et par v. Donc si pour tout cycle p, nous avons

p

1

= p

2

, alors toute composante fortement connexe non-triviale ne contient que des

sommets diagonaux.

(3) ) (1) Supposons que toutes les composantes fortement connexes non-triviales ne con-

tiennent que des sommets diagonaux. Nous remarquons que l'ensemble des sommets

diagonaux est fortement connexe. Donc il existe une unique composante fortement

connexe non-triviale. Par cons�equent tout chemin p in�ni dans les deux sens ne passe

que par des sommets de cette composante, qui sont par hypoth�ese diagonaux et donc

p

1

= p

2

.

(3) ) (5) La composante fortement connexe qui contient (q

r�1

; q

r�1

) contient aussi tous les

sommets diagonaux et n'est donc pas triviale. L'implication suit imm�ediatement.

(4) ) (5) Nous montrons cette implication par l'absurde. Supposons que pour tout q-

cycle p, p

1

= p

2

et supposons que que la composante fortement connexe qui contient

(q

r�1

; q

r�1

) contient un sommet u qui n'est pas diagonal. Soient v; v

0

deux sommets

diagonaux dans cette composante tels que v 6= (q

r�1

; q

r�1

) 6= v

0

, et tels qu'il existe un

arc de (q

r�1

; q

r�1

) �a v et un arc de v

0

�a (q

r�1

; q

r�1

). Alors en composant ces arcs avec

les chemins de v �a u et de u �a v

0

on obtient un q-cycle p, avec p

1

6= p

2

, ce qui contredit

l'hypoth�ese.

(5) ) (4) Soit un q-cycle arbitraire et u; v deux de ses sommets. Alors il existe un chemin de

u �a v, de v �a (q

r�1

; q

r�1

) et de (q

r�1

; q

r�1

) �a u. Par cons�equent u, v et (q

r�1

; q

r�1

) sont

dans une même composante fortement connexe. Le choix du q-cycle, de u et de v �etait

arbitraire, ce qui implique que tous les sommets des q-cycles sont dans la composante

fortement connexe qui contient (q

r�1

; q

r�1

). Ceci conclut l'implication.

2

Ce lemme implique le corollaire suivant.

Corollaire 5.1 Pour tout AC A et tout �etat quiescent q :

F

A

injective , F

P

A

injective

F

P

A

injective ) F

q

A

injective:
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L'automate Xor illustr�e en �gure 5.4 montre que la derni�ere implication est stricte.

Avant de donner l'algorithme de d�ecision pour les AC injectifs, nous devons pr�eciser ce

que sera la taille de son entr�ee. La description d'un AC (Q; r; f) est clairement d�etermin�ee

par la table de transition qui sp�eci�e f . Nous convenons que la taille d'un �etat de Q est 1.

Donc la taille de l'automate cellulaire est n = card(Q)

r

.

Th�eor�eme 5.1 ([Sut91, th�eror�eme 2.1]) Il existe un algorithme qui pour un automate

cellulaire A d�ecide en temps O(n

2

) si F

A

est injectif, o�u n est la taille de A.

Preuve : Soit l'AC A = (Q; r; f). L'algorithme construit le graphe H

A

et calcule les

composantes fortement connexes. Ensuite il v�eri�e la condition 3 donn�ee en lemme 5.3

�a la page 31 par un simple parcours des sommets. Le nombre de sommets de H

A

est

card(V

0

) = card(Q)

2(r�1)

, et le nombre d'arcs est au plus card(E

0

) = card(Q)

2r

. Les com-

posantes fortement connexes peuvent être calcul�ees avec l'algorithme de parcours en pro-

fondeur de Tarjan [Tar75], en temps O(card(E

0

)) = O(n

2

). La construction de H

A

et la

v�eri�cation des composantes peut être r�ealis�ee en temps lin�eaire en card(V

0

) + card(E

0

), ce

qui conclut la preuve. 2

Il su�t de modi�er la v�eri�cation des composantes dans l'algorithme pr�ec�edent pour

obtenir le corollaire suivant.

Corollaire 5.2 ([Sut91, th�eor�eme 2.2]) Il existe un algorithme qui pour un automate cel-

lulaire �ni (A; q) d�ecide en temps O(n

2

) si F

q

A

est injectif.

5.4 Automates cellulaires partitionn�es

Nous avons une proc�edure de d�ecision pour les automates cellulaires bijectifs, mais ceci ne

nous permet pas d'en construire directement. Des variantes de ce mod�ele s'imposent qui

seraient bijectives par construction. Une description de di��erentes variantes est donn�ee dans

la th�ese de Margolus [Mar87, section 2.2] et de mani�ere �equivalente dans [TM87, chapitre

14] ou encore dans [TM90]. Nous n'en d�ecrivons qu'une seule : les automates cellulaires

partitionn�es. Le terme a �et�e introduit par Margolus, mais le mod�ele est plus ancien. Il a �et�e

invent�e ind�ependamment par Pomeau [Har76], To�oli [Tof77a, Tof77b], Margolus [Mar84],

Iacopini [Jac90] et Kari [Kar96].

Il est important de noter que les AC partitionn�es (injectives) sont un cas particulier des

AC g�en�erales (injectives), mais que l'inverse n'est pas vrai.

Dans ce mod�ele, chaque cellule se d�ecompose en r sous-cellules. Une transition s'e�ectue

en deux �etapes. Lors de la premi�ere, les informations contenues dans les sous-cellules sont

d�ecal�ees de mani�ere bijective dans les sous-cellules respectives des cellules voisines. Pendant

la deuxi�eme �etape chaque cellule est soumise �a une bijection sur les �etats. La premi�ere �etape

est identique pour tous les automates cellulaires partitionn�es, ce n'est que la bijection sur

les �etats intervenant durant la deuxi�eme �etape, qui d�etermine le comportement particulier de

l'automate.

Ce mod�ele est un cas particulier des automates cellulaires (tout court) et est bijectif par

construction. Formalisons le.

D�e�nition 5.7 (Automate cellulaire partitionn�e) Un automate cellulaire partitionn�e est

un triplet A = (Q; r; f) o�u l'ensemble des �etats est compos�e par Q = Q

1

�� � ��Q

r

et f : Q! Q
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est une fonction. L'automate cellulaire induit est A

0

= (Q; r; f

0

) avec f

0

: Q

r

! Q, d�e�nie

pour tout x

1

; : : : ; x

r

2 Q

r

par

f

0

(x

1

; : : : ; x

r

) = f(x

1;1

; : : : ; x

r;r

);

o�u pour tout 1 � i � r, x

i;i

2 Q

i

est la i-�eme composante de x

i

. L'ensemble des con�gurations

et la fonction de transition globale de A sont identiques avec ceux de A

0

.

Lemme 5.4 La fonction globale de l'automate cellulaire partitionn�e A = (Q; r; f) est bijective

si et seulement si f est une bijection. De plus pour la fonction globale, injectivit�e, surjectivit�e

et bijectivit�e sont des propri�et�es �equivalentes.

Preuve : Soient les automates cellulaires A

0

= (Q; r; f

0

) et A

00

= (Q; 1; f) d�e�ni par

f

0

(x

1

; : : : ; x

r

) = (x

1;1

; : : : ; x

r;r

):

Alors clairement pour toute con�guration c, nous avons F

A

(c) = F

A

00

(F

A

0

(c)). Comme F

A

0

est une bijection par construction, le lemme suit des observations concernant les automates

cellulaires triviaux en section 5.3 �a la page 29. 2

Exemple d'automate cellulaire partitionn�e

Soit (f0; 1g

2

; 2; f) un automate cellulaire partitionn�e avec f d�e�nie pour tout (x; y) 2 f0; 1g

2

par f((x; y)) = (x; x+ y mod 2).

Consid�erons la con�guration suivante, o�u nous avons repr�esent�e 0 et 1 respectivement par

� et �.

: : : � � � � � � � � � � � : : :

� � � � � � � � � � �

Dans la premi�ere �etape d'une transition la deuxi�eme partie de chaque cellule est d�ecal�ee �a

gauche.

: : : � � � � � � � � � � � : : :

 � � � � � � � � � � �  

Ensuite la bijection f est appliqu�ee �a chaque cellule.

: : : � � � � � � � � � � � : : :

� � � � � � � � � � �
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Automates cellulaires quantiques

Le même terme d'automate cellulaire quantique (ACQ) a �et�e utilis�e pour d�esigner des mod�eles

tr�es di��erents. Pour mettre bien au clair ce dont il est question, nous allons bri�evement les

exposer :

� Porod, Lent et Tougaw [LTPB93, LTP94] d�esignent par automate cellulaire quantique

un circuit classique compos�e de portes And, Or et Not. Les portes ainsi que les �ls les

reliant sont enti�erement r�ealis�es par des \quantum dots", qui sont des cellules pouvant

être en superposition entre 0 et 1, et dont l'�etat in
ue sur l'�etat des voisins imm�ediats

et est in
uenc�e par eux. Leur motivation est de cr�eer une technologie qui permettrait

de continuer �a r�ealiser des circuits classiques �a un taille tellement r�eduite qu'il faut tenir

compte des lois de la m�ecanique quantique. Cependant leur int�erêt n'est pas de tirer

pro�t de ces lois, pour r�ealiser un mod�ele de calcul quantique : leurs circuits ne sont

pas r�eversibles, puisque par exemple la porte And a un degr�e d'entr�ee 2 et un degr�e de

sortie 1.

� Margolus et Biafore [Mar94, Bia94] d�e�nissent des automates cellulaires avec le forma-

lisme des Hamiltoniens. En gros il s'agit d'un mod�ele �a temps continu, alors que dans

le nôtre le temps est discret.

� Pour Watrous [Wat95], D�urr, LêThanh, Santha [DLS96, DS96] et van Dam [Dam96] les

automates cellulaires quantiques sont une g�en�eralisation directe des automates cellulai-

res classiques bas�ee sur le formalisme des op�erateurs d'�evolution.

� Un mod�ele interm�ediaire entre les deux derniers est l'automate cellulaire quantique

partitionn�e [Wat95, Llo93, Llo94]. Nous en discuterons en section 6.5. Le mod�ele d�ecrit

par Lloyd est bas�e sur le travail important de Mahler et al. [Obe88, parties 1 et 2] qui

traite l'aspect physique des ACQ.

C'est le troisi�eme mod�ele qui est le sujet de ce chapitre.

6.1 D�e�nitions

L'ensemble des con�gurations d'un automate cellulaire n'est pas d�enombrable. Par cons�equent

une g�en�eralisation quantique de ce mod�ele serait bas�ee sur la th�eorie de mesure. Pour �eviter

35
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ce formalisme seules les variantes �nies des automates cellulaires ont �et�e g�en�eralis�ees au calcul

quantique. Nous discuterons en conclusion nos intuitions sur le mod�ele g�en�eral (in�ni).

De mani�ere similaire au cas classique, les variantes quantiques ont en commun la d�e�-

nition d'un ensemble d'�etats, d'un vecteur de voisinage, d'une fonction de transition locale

et di��erent uniquement dans le choix des con�gurations auxquelles elles s'appliquent. Nous

regroupons la partie commune dans le triplet suivant.

D�e�nition 6.1 (Triplet ACQ) Acq est l'ensemble des triplets (Q; r; f) o�u Q est un en-

semble �ni, non-vide d'�etats, r est la taille du voisinage, et f : Q

r

! C

Q

est une fonction de

transition locale qui satisfait pour tout w 2 Q

r

: kf(w)k > 0.

Les deux mod�eles suivants sont une g�en�eralisation directe de variantes des automates

cellulaires classiques. Les ACQ �nis ont �et�es introduits de mani�ere ind�ependante par Watrous

[Wat95] et D�urr, LêThanh et Santha [DLS96]. Les ACQ p�eriodiques ont �et�e d�e�nis par van

Dam [Dam96].

G�en�eralisation 6.2 (ACQ p�eriodique) Un automate cellulaire quantique p�eriodique est

un triplet A = (Q; r; f) 2 Acq. L'ensemble des con�gurations est C

P

A

et l'op�erateur d'�evolution

associ�e U

P

A

est d�e�ni pour tout c; d 2 C

P

A

de mani�ere naturelle par

U

P

A

(d; c) =

� Q

i2Z

k

hf(c

i+[r]

)jd

i

i si 9k : k = taille(c) = taille(d);

0 sinon.

Rappelons nous que c

i+[r]

est une notation pour c

i

c

i+1

: : : c

i+r�1

.

G�en�eralisation 6.3 (

�

Etat quiescent) Un �etat q 2 Q est quiescent pour (Q; r; f) 2Acq si

f(q

r

) = jqi.

G�en�eralisation 6.4 (ACQ �ni) Un automate cellulaire quantique �ni est un couple (A; q)

avec A = (Q; r; f) 2 Acq et q quiescent pour A. L'ensemble des con�gurations est C

q

A

et

l'op�erateur d'�evolution associ�e U

q

A

est d�e�ni pour tout c; d 2 C

q

A

de mani�ere naturelle par

U

q

A

(d; c) =

Y

i2Z

hf(c

i+[r]

)jd

i

i:

Nous rappelons que les instances des mod�eles ci-haut sont par d�e�nition valides (ou uni-

taires) si leur op�erateurs d'�evolution sont unitaires. Il nous faut donc caract�eriser les instances

valides et c'est le sujet du chapitre suivant.

6.2 Exemple d'un automate cellulaire quantique �ni

Soit QFlip= (f0; 1g; 2; f) 2 Acq avec l'�etat quiescent 0 et f d�e�nie par

f(x; y) =

�

jxi si y = 0;

U jxi sinon,

o�u U est l'op�erateur de tirage quantique

U =

1

p

2

�

1 1

1 �1

�

:
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Le graphe de la �gure 6.1 illustre l'ex�ecution de cet automate. Chaque ligne d�ecrit l'�etat

de l'automate �a une �etape donn�ee. Les arcs indiquent les transitions �a amplitude non-nulle et

sont �etiquet�es par l'amplitude associ�ee. Notons : : : x

0

x

1

x

2

x

3

x

4

: : : la con�guration c 2 C

0

Q
ip

tel que pour tout i 2 [0; 4], c

i

= x

i

et c

i

= 0 ailleurs. Nous partons de la superposition

j : : :00010 : : :i, obtenons �a l'�etape d'apr�es (j : : :00010 : : :i + j : : :00110 : : :i)=

p

2, et ainsi de

suite. La �gure comporte les probabilit�es (arrondies) d'observation des con�gurations au bout

de 2 �etapes. Cet exemple montre alors une interf�erence constructive vers la con�guration

: : :00010 : : : et une interf�erence destructive vers : : :00110 : : : .

: : :00010 : : :

: : :00010 : : : : : :00110 : : :

: : :00010 : : :

72.9%

: : :00110 : : :

2.1%

: : :01010 : : :

12.5%

: : :01110 : : :

12.5%

1=

p

2 1=

p

2

1=

p

2 1=

p

2

1=2

�1=2
1=2 �1=2

Fig. 6.1: Exemple d'une ex�ecution de l'ACQ �ni (QFlip; 0). (La somme des probabilit�es d'observation

donne bien sûr 100%. Mais ici les valeurs sont arrondies.) Nous ne pouvons pas comme dans le

cas classique repr�esenter l'�evolution d'un automate par un diagramme espace-temps, mais devons

utiliser cet arbre d'�evolution, car �a un moment donn�e l'automate est en superposition entre plusieurs

con�gurations. �Ca ne veut pas dire qu'une cellule est en superposition entre di��erents �etats, car les

cellules peuvent être enchevêtr�ees, comme c'est le cas au temps 2 dans cet exemple.

6.3 Autres voisinages

Certains auteurs [Wol94] restreignent dans leur d�e�nition des automates cellulaires le voisinage

�a (�1; 0; 1), c'est-�a-dire les voisins d'une cellule sont les cellules imm�ediatement �a gauche et

�a droite et elle même. Le type de voisinage le plus courant [Mar87, FAQ] est un voisinage

continue centr�e autour de la cellule concern�ee. Cependant il existe une d�e�nition plus g�en�erale

dans [Dur94, Wat95] : Le voisinage est d�etermin�e par une suite �nie monotone croissante

d'entiers N = (a

1

; : : : ; a

r

) telle que le voisinage de la cellule i soit compos�e des cellules

i+a

1

; : : : ; i+a

r

. Appelons ce type de voisinage �eparpill�e et celui que nous avons utilis�e dans

ce document simple.

Nous pr�esentons dans cette th�ese des algorithmes qui v�eri�ent pour un automate cellulaire

(quantique) simple donn�e si la fonction globale est injective (unitaire). Comment pouvons

nous changer ces proc�edures de d�ecisions pour pouvoir les appliquer �a des automates cellulaires

�a voisinage �eparpill�e ?

Il su�t de transformer tout automate �a voisinage �eparpill�e en un automate �a voisinage

simple, dont la fonction de transition globale (respectivement l'op�erateur d'�evolution) satis-

fait les mêmes propri�et�es que l'algorithme est cens�e de v�eri�er, et d'ex�ecuter la proc�edure

de d�ecision sur ce nouvel automate. Cette transformation a pour e�et d'agrandir la taille
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de l'automate et donc la complexit�e de l'algorithme. Nous allons maintenant chi�rer cette

augmentation.

SoitA = (Q;N; f) un automate cellulaire classique au voisinage �eparpill�eN = (a

1

; a

2

; : : : ; a

r

).

Nous transformons A en un automate �a voisinage simple en deux �etapes. D'abord nous ren-

dons le voisinage continu, puis nous le d�ecalons.

Soit A

0

= (Q;N

0

; f

0

) l'automate d�e�ni par le voisinage continue N

0

= (a

1

; a

1

+ 1; : : : ; a

r

)

et f

0

, une extension de f qui est insensible aux nouveaux param�etres. C'est-�a-dire pour

tout w 2 Q

[a

1

;a

r

]

nous avons f

0

(w) = f(w

a

1

; w

a

2

; : : : ; w

a

r

). Clairement les ensembles de

con�gurations des automates A et A

0

sont identiques ainsi que leurs fonctions de transition

globales.

Soit maintenant A

00

= (Q; s; f

0

) l'automate �a voisinage simple d�e�ni par s = card[a

1

; a

r

]

et la bijection � sur C

A

suivante. L'image de tout c 2 C

A

par � est une con�guration d

tel que pour tout i 2 Znous ayons d

i

= c

i+a

1

. Alors pour toute con�guration c 2 C

A

,

�(F

A

(c)) = F

A

00

(�(c)). Donc F

A

est injective si et seulement si F

A

00

l'est aussi.

Cette transformation s'applique �egalement aux automates cellulaires quantiques �nis. Les

d�e�nitions de A

0

et de A

00

pour un A 2Acq sont les mêmes. Pour une superposition u sur C

q

A

nous notons �(u) =

P

c

u

c

j�(c)i. Alors pour toute con�guration �nie c, �(U

A

jci) = U

A

00

j�(c)i,

en d'autres termes pour tout c; d 2 C

q

A

, U

A

(�(d); c) = U

A

00

(d; �(c)). Donc U

A

est unitaire si

et seulement si U

A

00

l'est aussi.

Nous allons maintenant analyser la complexit�e des algorithmes de d�ecisions sur les auto-

mates �a voisinage �eparpill�e.

Automates cellulaires classiques

Pour le voisinage �eparpill�e N = (a

1

; : : : ; a

r

), soit s = card[a

1

; a

r

] le couvrement de N . Nous

avions convenu en section 5.3 que la taille d'un �etat est 1 et que la taille de A est n = card(Q)

r

.

Alors la taille de A

00

est n

00

= card(Q)

s

. Nous d�e�nissons le facteur d'expansion de A par

e = s=r. Donc tout algorithme qui prendra un temps O(n

c

) sur les automates �a voisinages

simples, prendra un temps O(n

ce

) sur un automate �a voisinage �eparpill�e, o�u e est son facteur

d'expansion, car n

00

= n

e

.

Automates cellulaires quantique �nis

Nous travaillons dans un mod�ele alg�ebrique o�u l'espace occup�e (sur le ruban d'une machine

de Turing) par un nombre complexe est constant.

�

A la di��erence des automates cellulaires

classiques, la taille de la description d'un automate cellulaire quantique �ni (A; q) �a voisinage

�eparpill�e N = (a

1

; : : : ; a

r

) est card(Q)

r+1

. Nous d�e�nissons donc le facteur d'expansion de

A par e = (s + 1)=(r + 1). Ainsi un algorithme dont la complexit�e serait O(n

c

) pour des

automates quantiques �nis �a voisinage simple s'ex�ecute sur A en temps O(n

ce

).

6.4 Automates cellulaires quantiques �nis triviaux

Un automate cellulaire quantique �ni (A; q) avec A = (Q; r; f) est appel�e trivial si r =

1. Dans ce cas les cellules �evoluent de mani�ere ind�ependante les unes des autres. L'�etat

global de l'automate sera alors toujours un produit tensoriel sur les superpositions d'�etats de

chaque cellule, si les transitions commencent par des con�gurations, plus pr�ecis�ement par des

superpositions associant amplitude 1 �a une con�guration et 0 ailleurs. Alors par le fait 4.2,
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U

A

est isom�etrique si et seulement f l'est aussi. Dans ce cas f est aussi unitaire, et f

y

d�e�nit

l'automate A

0

= (Q; 1; f

y

) tel que U

q

A

0

inverse U

q

A

et vice-versa. Alors U

q

A

est unitaire si et

seulement si U

q

A

est isom�etrique.

Cette caract�erisation ne s'applique pas aux automates non-triviaux, car un op�erateur de

C

Q

r

dans C

Q

ne peut être isom�etrique, si r > 1. Aussi �a partir de maintenant nous supposons

que les automates ne sont pas triviaux.

6.5 Automates cellulaires quantiques partitionn�es

Les automates cellulaires quantiques partitionn�es sont une g�en�eralisation des automates cellu-

laires classiques partitionn�es. Ils ont �et�e introduits par Watrous [Wat95].

D�e�nition 6.5 (ACQ partitionn�e) Un automate cellulaire quantique partitionn�e est un

quadruplet A = (Q; r; f; q), o�u l'ensemble des �etats est une composition de Q = Q

1

�� � ��Q

r

,

pour des ensembles �nis Q

1

; : : : ; Q

r

, r est la taille du voisinage, f est une application lin�eaire

sur `

2

(Q), et q est un �etat de Q qui satisfait f jqi = jqi. Le triplet Acq induit est A

0

=

(Q; r; f

0

) avec f

0

d�e�nie pour tout x

1

; : : : ; x

r

2 Q

r

par

f

0

(x

1

; : : : ; x

r

) = f jx

1;1

; : : : ; x

r;r

i;

o�u x

i;i

2 Q

i

est la i-�eme composante de x

i

. L'ensemble des con�gurations et la fonction de

transition globale de A sont par d�e�nition ceux de l'ACQ �ni (A

0

; q).

L'int�erêt principal de ce mod�ele est que ces instances sont valides par construction, comme

l'�etablit le lemme suivant.

Lemme 6.1 ([Wat95, th�eor�eme 1]) La fonction globale d'un automate cellulaire parti-

tionn�e A = (Q; r; f; q) est unitaire si et seulement si f est unitaire.

Preuve : Soient les triplets Acq A

0

= (Q; r; f

0

) et A

00

= (Q; 1; f) d�e�ni par

f

0

(x

1

; : : : ; x

r

) = jx

1;1

; : : : ; x

r;r

i:

Alors clairement pour toute con�guration c, nous avons F

A

(c)

q

= F

q

A

00

(F

q

A

0

(c)). Comme F

A

0

est une unitaire par construction, le lemme suit des observations concernant les automates

cellulaires quantiques triviaux en section 6.4. 2
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7

Un algorithme de d�ecision pour des

automates cellulaires quantiques

�nis unitaires

Dans ce chapitre nous donnons explicitement un algorithme qui d�ecide si un ACQ �ni donn�e

est valide. C'est-�a-dire il d�ecide si l'op�erateur d'�evolution d'un automate cellulaire d�ecrit par

une fonction locale donn�ee est unitaire.

Ce probl�eme est la version quantique d'un probl�eme classique connu qui a �et�e �etudi�e sous

di��erentes formes pendant longtemps, voir p.ex. [AP72, Sut91]. Nous d�ecidons donc si une

instance d'un mod�ele de calcul quantique particulier satisfait une contrainte impos�ee par la

m�ecanique quantique. Il s'agit d'un mod�ele th�eorique g�en�eral et non d'un mod�ele physique

concret, comme par exemple l'automate d�ecrit par Lloyd [Llo93, Llo94].

Lors d'une transition d'une machine de Turing quantique (Q;�; �) il n'y a qu'une cellule

du ruban qui peut changer de contenu en une transition. L'op�erateur d'�evolution U est en

�etroite relation avec la fonction de transition �, car toute entr�ee de U est par d�e�nition soit

0, soit �(q; x; y; p; d) pour des valeurs (q; x; y; p; d) 2 Q� �� ��Q� f�;?;�g.

Cette propri�et�e a permis �a Bernstein et Vazirani de donner des conditions sur la fonction

de transition locale qui sont satisfaites si et seulement si l'op�erateur d'�evolution est unitaire.

La situation est bien di��erente pour les automates cellulaires quantiques �nis, car en une

transition il y a un nombre non-born�e de cellules qui peuvent changer d'�etat. Les entr�ees de

l'op�erateur d'�evolution sont d�e�nies par un produit des amplitudes de transitions locales. De

plus les vecteurs lignes de l'op�erateur d'�evolution peuvent avoir un nombre in�ni d'entr�ees

non-nulles. C'est pour cette raison qu'une caract�erisation locale des ACQ �nis valides n'a

pas pu être �etablie, comme pour les MTQ. Par contre il nous a �et�e possible de fournir un

algorithme de d�ecision pour des ACQ �nis dont l'op�erateur d'�evolution est unitaire. C'est le

sujet de ce chapitre.

7.1 Reformulation des amplitudes de transition

Si nous ex�ecutons une �etape d'un automate quantique �ni sur une con�guration | plus

pr�ecis�ement sur une superposition associant amplitude 1 �a une con�guration particuli�ere et

0 ailleurs | alors nous obtenons une superposition de con�gurations o�u chaque cellule a fait

41
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une transition �a amplitude ind�ependante. En d'autres termes, la superposition r�esultante

peut être d�ecrite par un produit tensoriel : Pour tout ACQ �ni (A; q) avec A = (Q; r; f),

pour toute con�guration c 2 C

q

A

, pour tout intervalle �ni I avec I � ext(c) et pour toute

con�guration d 2 C

q

A

avec idom(d) � I nous avons

U

q

A

(d; c) =

Y

i2Z

hf(c

i+[r]

)jd

i

i

=

Y

i2I

hf(c

i+[r]

)jd

i

i

=

*

O

i2I

f(c

i+[r]

)

�

�

�

�

�

d

I

+

;

o�u d

I

est la restriction de d sur I .

Donc pour toute con�guration d

0

2 C

q

A

nous avons

U

q

A

(d

0

; c) =

�




N

i2I

f(c

i+[r]

)

�

�

d

0

I

�

si idom(d

0

) � I ,

0 sinon.

Cette reformulation de l'op�erateur d'�evolution est la base du lemme suivant :

Lemme 7.1 Pour tout ACQ �ni (A; q) avec A = (Q; r; f), pour toutes con�gurations c; c

0

2

C

q

A

et pour tout intervalle �ni I avec I � ext(c) et I � ext(c

0

) nous avons

hU

q

A

(�; c)jU

q

A

(�; c

0

)i =

Y

i2I

hf(c

i+[r]

)jf(c

0

i+[r]

)i:

Preuve :

hU

q

A

(�; c)jU

q

A

(�; c

0

)i =

X

d2C

q

A

U

q

A

(d; c) �U

q

A

(d; c

0

) (7.1)

=

X

d2C

q

A

;idom(d)�I

*

O

i2I

f(c

i+[r]

)

�

�

�

�

�

d

I

+

�

*

O

i2I

f(c

0

i+[r]

)

�

�

�

�

�

d

I

+

(7.2)

=

X

d

0

2Q

I

*

O

i2I

f(c

i+[r]

)

�

�

�

�

�

d

0

+

�

*

O

i2I

f(c

0

i+[r]

)

�

�

�

�

�

d

0

+

(7.3)

=

*

O

i2I

f(c

i+[r]

)

�

�

�

�

�

O

i2I

f(c

0

i+[r]

)

+

(7.4)

=

Y

i2I

hf(c

i+[r]

); f(c

0

i+[r]

)i (7.5)

Ces �egalit�es sont justi��ees de la mani�ere suivante :

(7.1) par d�e�nition du produit interne,

(7.2) par le choix de I et la reformulation de l'op�erateur U

q

A

,

(7.3) par identi�cation de d

I

avec d

0

,



7.2. L'algorithme 43

(7.4) par d�e�nition du produit tensoriel,

(7.5) par le lemme 4.2 �a la page 24.

2

Le corollaire suivant est une cons�equence imm�ediate de ce lemme.

Corollaire 7.1 Soit (A; q) un automate cellulaire quantique �ni, c une con�guration et I un

intervalle �ni assez grand pour contenir ext(c). Alors nous avons

kU

q

A

(�; c)k=

Y

i2I

kf(c

i+[r]

)k:

Nous ne connaissons pas de conditions n�ecessaires et su�santes pour l'unitarit�e de l'op�era-

teur d'�evolution d'un ACQ �ni, même si l'automate est classique. N�eanmoins il existe un

algorithme de d�ecision pour l'unitarit�e de l'op�erateur d'�evolution que nous pr�esentons main-

tenant.

7.2 L'algorithme

D'apr�es les faits 3.1 et 3.3 �a la page 14, pour d�ecider si l'op�erateur d'�evolution est unitaire il

su�t de v�eri�er que les vecteurs colonnes de l'op�erateur sont de norme 1, et sont mutuellement

orthogonaux et que les vecteurs lignes sont de norme 1. Chacune des sections suivantes est

d�edi�ee �a un de ces trois sous-probl�emes. Notre th�eor�eme principal est alors une cons�equence

directe du th�eor�eme 7.2 �a la page 45, et des th�eor�emes 7.4 et 7.5 �a la page 52.

Th�eor�eme 7.1 Il existe un algorithme R qui d�ecide si l'op�erateur d'�evolution d'un ACQ

((Q; r; f); q) donn�e est unitaire. La complexit�e de l'algorithme est O(n

3r�1

r+1

).

7.3 Exemples

Pour illustrer les algorithmes pour chacun des sous-probl�emes nous d�e�nissons les ACQ �nis

suivants.

1

Soit l'ACQ �ni B = ((fa; bg; 3; f); a) avec f d�e�ni pour tout x; y; z 2 fa; bg par

f(x; y; z)

8

<

:

1

2

jyi si x = a; z = b;

2jyi si x = b; z = a;

jyi sinon.

Soit l'ACQ �ni Qflip= ((fa; bg; 2; f); 0) d�e�ni pour tout x; y 2 fa; bg par

f(x; y) =

�

U jxi si y = 1;

jxi sinon,

o�u U est l'op�erateur de tirage quantique

U =

1

p

2

�

1 1

1 �1

�

:

1

Un même exemple pour tous les algorithmes aurait �et�e soit trop simple pour le premier sous-probl�eme,

soit trop compliqu�e pour le deuxi�eme.
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7.4 Norme des vecteurs colonnes

7.4.1 Notre algorithme

Dans cette section nous allons donner un algorithme

qui d�ecide si tous les vecteurs colonnes de l'op�era-

teur d'�evolution sont de norme 1. Soit (A; q) (avec

A = (Q; r; f)) un ACQ �ni. Nous d�e�nissons une ver-

sion pond�er�ee du graphe de de Bruijn orient�e de la

section 5.3 �a la page 29. Soit G

A

= (V;E; g) avec

l'ensemble des sommets V = Q

r�1

, l'ensemble des arcs

E = f(xw;wy) : x; y 2 Q;w 2 Q

r�2

g et la fonction de

poids g : E ! R

+

d�e�nie par g((xw;wy)) = kf(xwy)k.

Ce graphe est illustr�e en �gure 7.1.

Un chemin est une s�equence non-vide p = (v

0

; : : : ; v

k

)

de sommets tel que pour tout 0 � i � k�1, nous avons

(v

i

; v

i+1

) 2 E. Le poids g(p) d'un chemin p est

aa ab

ba bb

Fig. 7.1: Le graphe G

B

. Les arcs de poids

2 sont en double-ligne, et ceux de poids 1=2

en pointill�e.

k�1

Y

i=0

g((v

i

; v

i+1

)):

Nous appelons le chemin (v

0

; : : : ; v

k

) un cycle si v

0

= v

k

et k > 0. Si de plus v

0

= q

r�1

alors

nous l'appelons un q-cycle. Notre algorithme est bas�e sur le lemme suivant.

Lemme 7.2 Les vecteurs colonnes de U

q

A

sont de norme 1 si et seulement si le poids de tous

les q-cycles dans G

A

est 1.

Preuve : Soit T l'ensemble des q-cycles de G

A

. Nous d�e�nissons une application M : C

A

!

T . Soit c une con�guration avec le domaine d'intervalle I = [j; k]. Alors par d�e�nition

M(c) = (q

r�1

; q

r�2

c

j

; q

r�3

c

j

c

j+1

; : : : ; c

i+[r�1]

; : : : ; c

k

q

r�2

; q

r�1

):

Nous obtenons alors

kU

q

A

(�; c)k = kf(q

r�1

c

j

)k � kf(q

r�2

c

j

c

j+1

)k � � � � � kf(c

k

q

r�1

)k (7.6)

= kf(q

r

)k � kf(q

r�1

c

j

)k � kf(q

r�2

c

j

c

j+1

)k � � � � � kf(c

k

q

r�1

)k � kf(q

r

)k

(7.7)

= g(M(c)): (7.8)

Les �equations sont justi��ees comme suit :

(7.6) par le corollaire 7.1,

(7.7) par la d�e�nition d'un �etat quiescent,

(7.8) par d�e�nition de M et du poids d'un chemin.

Le lemme suit du fait que l'application M est surjective. 2

V�eri�er que tous les vecteur colonnes de U

q

A

sont de norme 1 revient alors �a v�eri�er que

tous les q-cycles de G

A

ont un poids 1. C'est pr�ecis�ement ce qui est fait par l'algorithme que

nous d�ecrivons maintenant.
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Th�eor�eme 7.2 ([DLS96]) Il existe un algorithme R

1

qui prend en entr�ee un ACQ �ni (A; q)

et d�ecide si les vecteurs colonnes de l'op�erateur d'�evolution U

q

A

sont tous de norme 1. La

complexit�e de l'algorithme est O(n

2r�1

r+1

).

Preuve : L'algorithme R

1

construit le graphe G

A

puis d�etermine s'il a un q-cycle de poids

di��erent de 1. Ceci va être r�ealis�e par deux algorithmes R

11

et R

12

, tel que le premier v�eri�e

s'il existe un cycle de poids (une colonne de norme) strictement inf�erieure �a 1 et le deuxi�eme

v�eri�e s'il existe un cycle de poids (une colonne de norme) strictement sup�erieure �a 1. Il

s'agit dans les deux cas de modi�cations de l'algorithme Bellman-Ford (BF) de recherche du

plus court chemin �a source unique [Bel58, FF62, voir aussi [CLR90]] en �xant la source des

chemins �a q

r�1

. Nous utilisons le fait que BF d�etecte les cycles n�egatifs passant par la source.

2

Algorithme R

11

entr�ee : Le graphe G

A

= (V;E; g) et un sommet v

sortie : d�ecider s'il existe un cycle de poids inf�erieur �a 1 autour de v

Compteur : V ! N, initialis�e �a 0

Pile : pile de sommets, initialis�ee �a (v).

distance : V ! R

1

+

initialis�ee �a 1 pour v et 1 ailleurs

Tant que Pile n'est pas vide

u := sommet de Pile, d�epiler Pile

Compteur[u] := Compteur[u] + 1

Si Compteur[u] > card(V )

arrêter et retourner \Non"

Pour toute arête e sortant de u

d := min (distance[u]�g(e), distance[v])

Si d 6= distance[v]

distance[v] := d

Si v n'est pas dans Pile

empiler v dans Pile

retourner \Oui"

Algorithme R

12

entr�ee : Le graphe G

A

= (V;E; g) et un sommet v

sortie : d�ecider s'il existe un cycle de poids sup�erieur �a 1 autour de v

Même algorithme que R

11

, avec comme seules di��erences max �a la place de min,

et `distance' initialis�ee �a 1 pour v et 0 ailleurs.

L'algorithme R

11

est obtenu �a partir de BF en rempla�cant toute op�eration de somme de

BF par l'op�eration produit et en initialisant l'estimation du plus court chemin pour la source

�a 1 (au lieu de 0 comme dans BF) et in�ni pour les autres sommets (comme dans BF). De

cette mani�ere R

11

calcule le plus court chemin quand le poids d'un chemin est d�e�ni comme

2

En fait, pour nos besoins nous aurions pu utiliser n'importe quel algorithme de recherche du plus court

chemin, qui utilise seulement la somme et le minimum comme op�erations arithm�etiques et qui d�etecte les cycles

n�egatifs. Par exemple l'algorithme de Floyd est un candidat, mais pas celui de Dijkstra.
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le produit du poids de ses arcs. Pour s'en convaincre, soit G

0

A

le même graphe que G

A

�a la

di��erence que le poids des arcs est remplac�e par leur logarithme. Alors le poids du plus court

chemin dans G

0

A

donn�e par BF va être le logarithme du poids du plus court chemin de G

A

donn�e par R

11

.

Pour les mêmes raisons, les cycles n�egatifs passant par la source dans G

0

A

correspondent �a

des q-cycles dans G

A

avec un poids strictement inf�erieur �a 1, et qui seront donc d�etect�es par

R

11

.

L'algorithme R

12

remplace toute op�eration min dans R

11

par max, l'estimation initiale du

plus court chemin par 0, et l'ex�ecute sur G

A

. De cette mani�ere il calcule le plus court chemin,

quand le poids d'un chemin est d�e�ni comme le produit de l'inverse du poids des arcs. Si

nous d�e�nissons G

0

A

avec comme poids le n�egatif du logarithme alors les cycles n�egatifs dans

G

0

A

correspondent au cycles dans G

A

avec un poids strictement sup�erieur �a 1, qui seront alors

d�etect�es par R

12

.

La complexit�e de BF est O(card(V ) � card(E)). En G

A

nous avons V = Q

r�1

. Tout

sommet a un degr�e de sortie card(Q) et donc card(E) = card(Q)

r

. Ceci �etablit la complexit�e.

2

7.4.2 Algorithme de H�yer

H�yer [H�y96] a propos�e un algorithme optimal pour d�ecider si les vecteurs colonnes de

l'op�erateur d'�evolution sont tous de norme 1. Son am�elioration repose sur le lemme 7.3

qui �etablit qu'il su�t pour cela de v�eri�er pour un petit ensemble D

0

de con�gurations que

pour tout c 2 D

0

, le vecteur colonne dans U

q

A

associ�e �a c soit de norme 1. Pour cela nous

introduisons un graphe pond�er�e et un ensemble P de chemins et montrons (lemme 7.4) qu'il

existe une bijection M : D

0

! P telle que pour tout c 2 D

0

, le poids de M(c) est kU

q

A

(�; c)k

2

.

V�eri�er que les vecteurs colonnes dans U

q

A

associ�es au con�gurations de D

0

sont tous de norme

1, revient alors �a v�eri�er que tous les chemins de P ont le poids 1. La structure particuli�ere

du graphe permet de v�eri�er cela en temps lin�eaire en n (lemme 7.5).

Lemme 7.3 ([H�y96]) Soit ((Q; r; f); q) un ACQ �ni. Si pour toute con�guration c, avec

card(idom(c)) � r, nous avons kU

q

A

(�; c)k = 1, alors tous les vecteurs lignes de l'op�erateur

d'�evolution U

q

A

sont de norme 1.

Preuve : Soit l'ensemble des con�gurations D = fc 2 C

q

A

: kU

q

A

(�; c)k 6= 1g. Si D = ;, alors

l'implication suit. Supposons D 6= ;.

Appelons la taille d'une con�guration c, la cardinalit�e de idom(c). Soit c une con�gura-

tion de D de taille minimale. Pour raisonner par l'absurde supposons que cette taille soit

strictement sup�erieure �a r.

Soit idom(c) = [j; k] et soient les con�gurations c

0

; c

00

et d d�e�nies pour tout i par

c

0

i

=

�

q si i = j;

c

i

sinon,

c

00

i

=

�

q si i = k;

c

i

sinon,
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et

d

i

=

8

<

:

q si i = j;

q si i = k;

c

i

sinon.

Ces d�e�nitions sont illustr�ees en �gure 7.2. Par la d�e�nition d'un �etat quiescent, le vecteur

q q qq q q q qd :

k
c : q q qq q q

q q qq q q qc’’ :

q q qq q q qc’ :

j

Fig. 7.2: Les con�gurations c

0

, c

00

et d associ�ees �a c.

.

colonne indic�e par la con�guration toute quiescente est de norme 1 et n'est donc pas dans D.

Par cons�equent ext(c) = [j � (r � 1); k]. Nous d�ecomposons maintenant cet intervalle dans

les intervalles I

1

= [j � (r � 1); j], I

2

= [j + 1; k� r] et I

3

= [k � (r � 1); k]. Par hypoth�ese

card(idom(c)) = k � j + 1 > r, ce qui assure que I

1

et I

3

sont disjoints.

Soient les valeurs x

1

; x

2

; x

3

d�e�nies pour tout ` 2 f1; 2; 3g par

x

`

=

Y

i2I

`

kf(c

i+[r]

)k;

et x

0

1

; x

0

3

x

0

1

=

Y

i2I

1

kf(c

0

i+[r]

)k;

x

0

3

=

Y

i2I

3

kf(c

00

i+[r]

)k:

Alors

kU

q

A

(�; c)k= x

1

x

2

x

3

;

kU

q

A

(�; c

0

)k = x

0

1

x

2

x

3

;

kU

q

A

(�; c

00

)k = x

1

x

2

x

0

3

:

et

kU

q

A

(�; d)k= x

0

1

x

2

x

0

3

=

kU

q

A

(�; c

0

)k � kU

q

A

(�; c

00

)k

kU

q

A

(�; c)k

:

Or par construction les tailles de c

0

; c

00

et de d sont strictement inf�erieures �a celle de c, et par

le choix de c nous avons kU

q

A

(�; c

0

)k = kU

q

A

(�; c

00

)k = kU

q

A

(�; d)k= 1. Ceci contredit l'�equation

pr�ec�edente.
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bb,0 bb,1

ab,-1 ba,2

ba,0 ab,1

aa,-2 aa,3

ab,0 ba,1

aa,-1 aa,2

aa,0 aa,1

Fig. 7.3: Le graphe G

0

B

pour B d�e�ni en section 7.3 �a la page 43. Les arcs de poids 2 sont en

double-ligne, et ceux de poids 1=2 en pointill�e.

Nous avons donc �etablit que si D 6= ; alors il existe une con�guration de D de taille

inf�erieure ou �egale �a r, ce qui conclut la preuve. 2

Par le lemme pr�ec�edent il su�t de v�eri�er kU

q

A

(�; c)k = 1 pour toute con�guration c de

taille au plus r. Comme la norme des lignes est invariante aux translations sur les con�gu-

rations, il su�t de v�eri�er cette propri�et�e pour toutes les con�gurations dont l'intervalle de

domaine est inclus en [0; r � 1], �a l'exception de la con�guration toute quiescente. Soit D

0

l'ensemble de ces con�gurations.

Nous remarquons que pour tout c 2 D, ext(c) � [1�r; r�1]. Soit le graphe G

0

A

= (V;E; g)

avec

V = f(c

i+[r�1]

; i) : c 2 D

0

; i 2 [1� r; r]g

et

E = f((xw; i); (wy; i+ 1)) : x; y 2 Q;w 2 Q

r�2

; (xw; i); (wy; i+ 1) 2 V g

Le poids de l'arc e = ((xw; i); (wy; i+ 1)) est d�e�ni par g(e) = kf(xwy)k. Un chemin est une

s�equence non-vide de sommets, telle que les sommets successifs sont reli�es par un arc. Un

chemin vide est une s�equence compos�ee d'un unique sommet. Le poids d'un chemin non-vide

est le produit du poids des arcs respectifs et le poids d'un chemin vide est 1. Ce graphe

est illustr�e en �gure 7.3. Nous appelons le niveau i du graphe l'ensemble des sommets de la

forme (w; i) pour w 2 Q

r�1

. Nous remarquons que tout arc relie un sommet d'un niveau �a

un sommet du niveau suivant.

Soient les sommets v

min

= (q

r�1

; 1�r) et v

max

= (q

r�1

; r) et soit P l'ensemble des chemins

de v

min

�a v

max

.

L'id�ee de l'algorithme de H�yer est qu'il existe une bijection pr�eservant le poids entre

l'ensemble P de chemins et l'ensemble D

0

de con�gurations. En cons�equence il su�t de
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v�eri�er que tous les chemins dans P sont de poids 1, ce qui peut être fait en temps lin�eaire

par un parcours en largeur du graphe.

Lemme 7.4 Il existe une bijection M : D

0

! P , telle que pour tout c 2 D

0

, le poids de M(c)

est �egal �a kU

q

A

(�; c)k

2

.

Preuve : L'image d'une con�guration c 2 D

0

est d�e�nie par

M(c) = ((c

1�r+[r�1]

; 1� r); (c

2�r+[r�1]

; 2� r); : : : ; (c

r+[r�1]

; r)):

Cette fonction satisfait

g(M(c)) =

r�1

Y

i=1�r

g((c

i+[r�1]

; i); (c

i+1+[r�1]

; i+ 1))

=

r�1

Y

i=1�r

kf(c

i+[r]

)k

= kU

q

A

(�; c)k

2

:

Si deux con�gurations c et c

0

di��erent en cellule i, alors par construction leurs images

M(c) et M(c

0

) di��erent au niveau i. Donc M est injective.

Pour conclure la preuve nous devons montrer que M est aussi surjective. Pour cela nous

commen�cons par remarquer que tous les sommets de niveau i 2 [1� r; 0] sont de la forme

(q

�i

x

0

x

1

: : : x

r�1+i

; i)

et tous les sommets de niveau i 2 [1; r] sont de la forme

(x

i

x

i

+ 1 : : :x

r�1

q

i�1

; i)

pour des �etats x

0

; x

1

; : : : ; x

r�1

2 Q. Par cons�equent tout chemin p 2 P est de la forme

p = ((q

r�1

; 1�r); (q

r�2

x

0

; 2�r); : : : ; (x

0

: : :x

r�2

; 0); (x

1

: : : x

r�1

; 1); : : : ; (x

r�1

q

r�2

; r�1); (q

r�1

; r)):

Il s'en suit qu'il existe une con�guration c 2 D

0

avec c

i

= x

i

pour tout i 2 [0; r� 1] telle que

M(c) = p, ce qui conclut la preuve. 2

Nous venons de montrer que pour v�eri�er que tous les vecteurs colonnes de U

q

A

sont de

norme 1, il su�t de v�eri�er que tous les chemins dans P ont le poids 1. Nous donnons

maintenant un algorithme pour le dernier probl�eme.

Lemme 7.5 Il existe un algorithme qui v�eri�e si tous les chemins de v

min

�a v

max

dans le

graphe G

0

A

(V;E; g) donn�e sont de poids 1. La complexit�e est O(card(E) � card(Q)).

Preuve : L'algorithme calcule pour tout sommet v, le poids h(v) de tous les chemins de v

min

�a v.
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h : V ! R

h(v

min

) = 1

Pour tout niveau i de 2� r �a r

Pour tout sommet v de niveau i

Si pour toutes les arêtes (u; v) 2 E, la valeur h(u)g((u; v)) est la même

h(v) = h(u)g((u; v))

Sinon

Arrêter et r�epondre \Non"

Si h(v

max

) = 1

R�epondre \Oui"

Sinon

R�epondre \Non"

Supposons que pour un sommet v il existe deux chemins de v

min

�a v de poids di��erents. Dans

ce cas ces chemins peuvent être prolong�es vers v

max

dont au moins un est de poids di��erent

de 1. L'algorithme rejette l'entr�ee dans ce cas, ce qui �etablit la correction.

L'algorithme parcourt tous les sommets, et pour chaque sommet, tous les arcs entrants.

Pour chaque arc (u; v) il calcule h(u)g((u; v)), ce qui est d�etermin�e par le calcul de g(u; v), et

prend un temps O(card(Q)). Sa complexit�e est donc O(card(E) � card(Q)). 2

Th�eor�eme 7.3 ([H�y96]) Il existe un algorithme R

0

1

qui v�eri�e si tous les vecteurs lignes

de U

q

A

sont de norme 1. Sa complexit�e est O(n).

Preuve : L'existence d'un algorithme suit des lemmes 7.3 �a 7.5. Pour �etablir la complexit�e,

nous allons d�eterminer la cardinalit�e de E.

Par construction de G

0

A

, pour tout arc ((xw; i); (wy; i+ 1)) il existe une con�guration

c 2 D

0

, tel que xwy = c

i+[r+1]

. Le nombre d'arcs entre le niveau i et le niveau i+ 1 est alors

card(Q)

r�1+i

pour i 2 [1 � r; 0] et card(Q)

r�1�i

pour i 2 [1; r � 1]. Le nombre total d'arcs

est donc

card(E) =

X

i

0

2[0;r�1]

card(Q)

i

0

+

X

i

0

2[0;r�2]

card(Q)

i

0

< 2card(Q)

r

:

Donc la complexit�e de R

0

1

est O(card(Q)

r

� card(Q)), ce qui est O(n), car par convention

n = card(Q)

r+1

. 2

7.5 Orthogonalit�e des vecteurs colonnes

Nous montrons maintenant que l'algorithme de Sutner d�ecrit en section 5.3 �a la page 29 peut

être adapt�e pour d�ecider si les vecteurs colonnes de l'op�erateur d'�evolution sont mutuellement

orthogonaux.

L'algorithme de Sutner pour v�eri�er que la fonction globale d'un AC �ni ((Q; r; f); q) est

injective (th�eor�eme 5.1 �a la page 33) repose sur le fait que pour toutes con�gurations �nies c

et d,

F

q

A

(c) 6= F

q

A

(d), 9i : f(c

i+[r]

) 6= f(d

i+[r]

):

Or le lemme 7.1 �a la page 42 implique que pour tout ACQ �nis ((Q; r; f); q) et toutes con�-

gurations c et d,

U

q

A

(�; c)? U

q

A

(�; d), 9i : f(c

i+[r]

) ? f(d

i+[r]

):
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L'id�ee est donc de remplacer l'in�egalit�e par l'orthogonalit�e pour obtenir un algorithme de

d�ecision pour les ACQ �nis isom�etriques.

Nous d�e�nissons le graphe H

A

= (V;E) avec | comme dans le cas des AC classiques |

l'ensemble des sommets V = Q

r�1

� Q

r�1

par contre l'ensemble des arcs est maintenant

E = f((xw; x

0

w

0

); (wy; w

0

y

0

)) : x; x

0

; y; y

0

2 �; w; w

0

2 �

r�2

; f(xwy) 6? f(x

0

w

0

y

0

)g:

Ce graphe est illustr�e en �gure 7.4. Nous gardons les mêmes notions de cycle et de q-cycles

pour H

A

.

0

0

1

1

0

1

1

0

Fig. 7.4: Le graphe H

Q
ip

. Les composants fortement connexes sont visualis�ees par un contour

pointill�e. Les sommets diagonaux sont color�es.

Lemme 5.2 �a la page 30 (sauf �equivalence 1), lemme 5.3 �a la page 31 (sauf propri�et�e 1) et

la deuxi�eme partie du corollaire 5.1 �a la page 32 se g�en�eralisent directement :

Lemme 7.6 (version quantique du lemme 5.2) Les �equivalences suivantes sont v�eri��ees

pour tout A 2Acq et tout �etat quiescent q :

1. L'op�erateur U

P

A

est isom�etrique si et seulement si pour tout cycle p nous avons p

1

= p

2

.

2. L'op�erateur U

q

A

est isom�etrique si et seulement si pour tout q-cycle p nous avons p

1

= p

2

.

Lemme 7.7 (version quantique du lemme 5.3) Soient les propri�et�es suivantes du graphe

H

A

.

1. Pour tout cycle p, p

1

= p

2

.

2. Toutes les composantes fortement connexes non-triviales ne contiennent que des som-

mets diagonaux.

3. Pour tout q-cycle p, p

1

= p

2

.

4. La composante fortement connexe qui contient (q

r�1

; q

r�1

) ne contient que des sommets

diagonaux.

Alors les propri�et�es 1 et 2 sont �equivalentes. Les propri�et�es 3 et 4 sont aussi �equivalentes et

la propri�et�e 2 implique 4.

Corollaire 7.2 (version quantique du corollaire 5.1) Pour tout A 2Acq et tout �etat

quiescent q :

U

P

A

isom�etrique ) U

q

A

isom�etrique:
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Les automates Xor et Qflip montrent que l'implication est stricte.

Ces lemmes permettent d'a�rmer le th�eor�eme suivant :

Th�eor�eme 7.4 (version quantique du corollaire 5.2 [DLS96]) Il existe un algorithme

R

2

qui prend en entr�ee un ACQ �ni (A; q) avec A = (Q; r; f) 2Acq et qui d�ecide si les vecteurs

colonnes de l'op�erateur d'�evolution U

q

A

sont orthogonaux. La complexit�e de cet algorithme est

O(n

2r

r+1

).

Preuve : L'algorithme est le même que dans le cas classique. Par contre ici, n = card(Q)

r+1

,

ce qui prouve la complexit�e. 2

7.6 Norme des vecteurs lignes

Nous d�ecrivons maintenant un algorithme qui prend en entr�ee un ACQ �ni A avec la promesse

que U

q

A

est isom�etrique et qui d�ecide si U

q

A

est unitaire.

Le plan de cette sous-section est le suivant : D'abord nous d�ecrivons une r�eduction en

plusieurs �etapes de notre probl�eme vers un probl�eme de graphe puis vers un probl�eme d'alg�ebre

lin�eaire.

Nous d�e�nissons un graphe de de Bruijn in�ni, dont les chemins in�nis sont en bijection

avec les con�gurations (de colonnes). Toute con�guration (de ligne) induit un poids sur les

chemins in�nis du graphe, tel que le poids total des chemins correspond �a la norme de la

ligne. Ce poids total peut être d�ecompos�e d'une certaine mani�ere en trois parties : le poids

de g�en�eration de la partie toute quiescente et in�nie �a gauche, le poids de g�en�eration de la

partie �nie non-quiescente et �nalement le poids de la g�en�eration de la partie toute quiescente

et in�nie �a droite. Les poids des parties quiescentes peuvent être repr�esent�es par des vecteurs

dans un espace vectoriel r�eel de dimension �nie. Nous les appelons les vecteurs de bord. Nous

montrons qu'ils sont ind�ependants de la con�guration (de ligne) et montrons que leur calcul

se r�esume �a calculer le poids total de tous les chemins �nis dans un graphe �ni. Le poids

de la g�en�eration de la partie non-quiescente d'une con�guration d�epend justement de cette

con�guration et il peut être repr�esent�e par une s�equence d'op�erateurs lin�eaires dans ce même

espace vectoriel. Notre probl�eme se r�esume �nalement au probl�eme d'alg�ebre lin�eaire suivant :

�

Etant donn�e un hyperplan a�ne, un vecteur et un ensemble �ni d'op�erateurs lin�eaires, est-il

vrai que toute composition �nie des op�erateurs envoie le vecteur dans l'hyperplan a�ne ?

Le th�eor�eme suivant est une cons�equence directe des th�eor�emes 7.7 et 7.8 aux pages 58

et 61.

Th�eor�eme 7.5 Il existe un algorithme R

3

qui prend un automate cellulaire quantique, �ni

((Q; r; f); q) en entr�ee avec la promesse que son op�erateur d'�evolution est orthogonal et qui

d�ecide si les vecteurs de ligne sont de norme 1. La complexit�e de cet algorithme est O(n

3r�1

r+1

).

7.6.1 R�eduction

Les di��erentes �etapes de la r�eduction sont illustr�ees dans les �gures 7.5 �a 7.7.

En r�esum�e le probl�eme est le suivant. Il s'agit de d�ecider si la norme de toute ligne de

l'op�erateur d'�evolution d'une ACQ �ni donn�e est 1, avec la promesse, que l'op�erateur est

isom�etrique. L'approche na��ve �echoue, car il faudrait calculer la norme pour un nombre in�ni

de lignes. Pour chaque ligne il peut exister un nombre in�ni d'entr�ees non-nulles et de surcrô�t
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chaque entr�ee est d�e�nie par un produit dans lequel interviennent un nombre non-born�e de

valeurs. Il nous faut donc r�eduire notre probl�eme, vers un probl�eme �ni. Cette r�eduction est

le sujet de cette section.

Le graphe de con�gurations est le graphe in�ni, orient�e G

1

(V;E) d�e�ni par V = Q

r�1

�Z

et E = f((xw; i); (wy; i+ 1)) : x; y 2 Q;w 2 Q

r�2

; i 2 Zg. A notre connaissance, ce type de

graphe a �et�e utilis�e la premi�ere fois par Sutner et Maas [SM88] pour montrer qu'un probl�eme

particulier de d�eplacement d'un robot en pr�esence d'obstacles en mouvement est Pspace-

dur. Il a �et�e r�eutilis�e par la suite par Sutner [Sut91] pour prouver que toute pr�e-image d'une

con�guration r�ecursive (dont les cellules sont d�ecrites par une fonction r�ecursive) est aussi

r�ecursive.

Une s�equence non-vide (�eventuellement in�nie �a gauche, �a droite ou dans les deux sens) de

sommets (: : : ; (w

i

; i); : : :) dans G

1

est un chemin si seulement pour un nombre �ni d'indices

i nous avons w

i

6= q

r�1

et s'il y a un arc entre tous les sommets successifs. Pr�ecisons qu'une

s�equence compos�ee d'un unique sommet est d�ej�a un chemin. Nous notons l'ensemble des

chemins �nis, in�ni �a gauche, in�ni �a droite et dans les deux sens respectivement par M;L;R

et P . Figure 7.5 illustre un chemin in�ni dans les deux sens.

� � � a0 a1 a2 a3 a4 a5 a6 a7 � � �

� � � b0 b1 b2 b3 b4 b5 b6 b7 � � �

Fig. 7.5: Le graphe de con�guration de l'automate (Qflip; a). Le chemin correspondant �a la con�-

guration : : :aababbaa : : : est visualis�e par des arcs doubles.

Nous disons que deux chemins p

1

et p

2

sont compatibles si le dernier sommet de p

1

et

le premier sommet de p

2

existe, et s'ils sont les mêmes. Dans ce cas la composition p

1


 p

2

est la concat�enation des deux s�equences apr�es identi�cation des deux sommets extrêmes. Le

r�esultat est clairement aussi un chemin. Si P

1

et P

2

sont deux ensembles de chemins alors

nous d�e�nissons

P

1


 P

2

= fp

1


 p

2

: p

1

2 P

1

; p

2

2 P

2

; p

1

et p

2

sont compatiblesg :

Soit d une con�guration arbitraire. Elle induit une fonction de poids g

d

sur les arcs de

G

1

, d�e�nie par g

d

((xw; i); (wy; i+ 1)) = jhf(xwy)jd

i

ij

2

. Nous �etendons la fonction de poids

pour des chemins et des ensembles de chemins. Le poids d'un chemin compos�e d'un unique

sommet (chemin vide) est 1 et le poids d'un chemin non-vide est le produit du poids des arcs

respectifs. Le poids de l'ensemble vide est 0 et le poids d'un ensemble non-vide de chemin est

la somme du poids des chemins respectifs. Nous notons le graphe ainsi pond�er�e par G

d

1

. La

�gure 7.6 �a la page suivante illustre ce graphe.

Bien que le poids d'un chemin in�ni soit un produit in�ni, il est bien d�e�ni, car seulement

un nombre �ni d'arcs ont un poids di��erent de 1. Le lemme suivant �etablit une relation

importante entre le poids d'un chemin in�ni dans G

d

1

et les entr�ees de la matrice d'�evolution.

Lemme 7.8 Il y a une bijection h entre l'ensemble des con�gurations C

q

A

et l'ensemble des

chemins in�ni dans les deux sens dans G

d

1

, telle que pour toutes con�gurations c et d nous

ayons

g

d

(h(c)) = jU

q

A

(d; c)j

2

:
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� � � a0 a1 a2 a3 a4 a5 a6 a7 � � �

� � � b0 b1 b2 b3 b4 b5 b6 b7 � � �

� � � a a b b a b a a � � �

Fig. 7.6: Le graphe de con�gurations de (Qflip; a) pond�er�e par la con�guration d = : : :aabbabaa : : : .

Les arcs de poids 1 sont dessin�es normalement, ceux de poids 1=2 en pointill�e, et ceux de poids 0 sont

omis.

Preuve : Soit h : C

q

A

! P d�e�nie pour toute con�guration c par

h(c) = (: : : ; (c

i+[r�1]

; i); : : :):

Alors h est une bijection et les �equations suivantes concluent la preuve.

g

d

(h(c)) =

=

Y

i2Z

g

d

((c

i+[r�1]

; i); i); (c

i+1+[r�1]

; i+ 1))

=

Y

i2Z

jhf(c

i+[r]

)jd

i

ij

2

=

�

�

�

�

�

Y

i2Z

hf(c

i+[r]

)jd

i

i

�

�

�

�

�

2

= jU

q

A

(d; c)j

2

:

2

Nous venons d'�etablir la r�eduction suivante de notre probl�eme.

Corollaire 7.3 Pour tout automate cellulaire quantique �ni (A; q) tel que U

q

A

soit isom�etrique

et que pour toute con�guration d nous ayons g

d

(P ) � 1. De plus l'op�erateur d'�evolution est

unitaire si et seulement si pour tout d, g

d

(P ) = 1.

Fixons une con�guration d avec idom(d) = [j; k]. Cette con�guration induit des sous-

ensembles de L;M et R. Pour tout w;w

0

2 Q

r�1

nous posons

L

d

w

= fp 2 L : le dernier sommet de p est (w; j)g;

M

d

w;w

0

=

�

p 2M :

le premier sommet de p est (w; j) et

le dernier sommet de p est (w

0

; k)

�

;

R

d

w

0

= fp 2 R : le premier sommet de p est (w

0

; k)g:

L'ensemble des chemins in�nis dans les deux sens peut être compos�e par

P =

[

w;w

0

2Q

r�1

L

d

w


M

d

w;w

0


R

d

w

0

;
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et donc

g

d

(P ) =

X

w;w

0

2Q

r�1

g

d

(L

d

w

) � g

d

(M

d

w;w

0

) � g

d

(R

d

w

0

):

Les lemmes suivants montrent que g

d

(L

d

w

) et g

d

(R

d

w

0

) sont ind�ependants de d.

Lemme 7.9 Pour toutes con�gurations d et d

0

et tout w 2 Q

r�1

nous avons

g

d

(L

d

w

) = g

d

(L

d

0

w

) et g

d

(R

d

w

0

) = g

d

(R

d

0

w

0

)

Preuve : Nous ne prouvons que la premi�ere �egalit�e, la preuve pour la deuxi�eme �etant simi-

laire. Soit idom(d) = [j; k], idom(d

0

) = [j

0

; k

0

] et m = j

0

� j. Nous d�e�nissons une bijection de

L

d

w

vers L

d

0

w

qui pr�eserve le poids. Si p = (: : : ; (w

i

; i); : : : ; (w

j

0

�m

; j)) est un chemin dans L

d

w

alors par d�e�nition son image est p

0

= (: : : ; (w

i�m

; i); : : : ; (w

j

; j

0

)). Ceci est clairement une

bijection et nous avons par ailleurs g

d

(p) = g

d

(p

0

), puisque pour tout i < j, d

i

= q et pour

tout i < j

0

, d

0

i

= q. 2

Nous d�e�nissons les vecteurs de bord gauche et de bord droit, par

~

l = (l

w

)

w2Q

r�1
et

respectivement ~r = (r

w

)

w2Q

r�1 comme suit : Pour tout w 2 Q

r�1

,

l

w

= g

d

(L

d

w

) et r

w

= g

d

(R

d

w

);

o�u d est une con�guration arbitraire. Le prochain lemme assure que

~

l et ~r sont dans R

Q

r�1

.

Lemme 7.10 Pour tout w 2 Q

r�1

, l

w

et r

w

sont �nis.

Preuve : Supposons qu'il existe un w tel que l

w

= 1. (Le cas r

w

est sym�etrique.) Nous

voulons montrer qu'il existe alors une con�guration, telle que le vecteur ligne associ�e soit de

norme in�nie, contredisant par le fait 3.2 l'hypoth�ese que l'op�erateur soit isom�etrique.

Soit w

0

tel que r

w

0

> 0. Il en existe forc�ement un, car par exemple r

q

r�1 � 1. Soient

x

1

; x

2

; x

2r�2

2 Q tel que w = x

1

: : : x

r�1

et w

0

= x

r

: : : x

2r�2

. Nous notons pour i = 1; : : : ; r,

w

i

= x

i

x

i+1

: : :x

i+r�2

et pour i = 1; : : : ; r � 1, v

i

= x

i

x

i+1

: : : x

i+r�1

. Remarquons que

w

1

= w et w

r

= w

0

. Pour i = 1; : : : ; r� 1 soit y

i

2 Q tel que hf(w

0

i

)jy

i

i 6= 0. Soit j un entier

arbitraire et posons k = j + r� 2. Nous d�e�nissons une con�guration d qui est quiescente en

dehors de [j; k] et qui est d

i

= y

i�j+1

pour tout i 2 [j; k]. Alors dans G

d

1

rien que la partie

des chemins passant par les sommets (w

1

; j); : : : ; (w

r

; k + 1) a un poids in�ni. Comme les

poids ne sont pas n�egatifs, P a aussi un poids in�ni, ce qui avec le corollaire 7.3 �a la page

pr�ec�edente contredit l'hypoth�ese que l'op�erateur soit isom�etrique. 2

La premi�ere partie de notre algorithme consiste �a calculer les vecteurs de bords

~

l et ~r.

Pour la seconde partie, nous r�eduisons maintenant notre probl�eme �a une question d'alg�ebre

lin�eaire.

Pour tout a 2 Q soit F

a

2 R

Q

r�1

�Q

r�1

un op�erateur lin�eaire dont la matrice est d�e�nie

pour tout v; v

0

2 Q

r�1

par

F

a

(v; v

0

) =

�

jhf(xwy)jaij

2

si v = xw et v

0

= wy pour des x; y 2 Q, w 2 Q

r�2

,

0 sinon.

Nous �etendons cette d�e�nition pour tout mot �ni sur Q. Si � d�enote le mot vide, alors F

�

est l'op�erateur d'identit�e. Soit s > 1 un entier et b = b

1

: : : b

s

un �el�ement de Q

s

. Alors par

d�e�nition

F

b

= F

b

s

� � � � � F

b

1

:
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Lemme 7.11 Soit d une con�guration avec idom(d) = [j; k]. Alors

g

d

(P ) = hF

d

j

:::d

k

~

lj~ri:

Preuve : Nous avons

g

d

(P ) =

X

w;w

0

2Q

r�1

g

d

(L

d

w

) � g

d

(F

d

w;w

0

) � g

d

(R

d

w

0

)

=

X

w;w

0

2Q

r�1

l

w

� g

d

(F

d

w;w

0

) � r

w

0

=

X

w

00

2Q

r�1

F

d

j

:::d

k

l

w

00
� r

w

00

= hF

d

j

:::d

k

~

lj~ri:

2

Soit Q

�

l'ensemble des mots �nis sur Q. Pour tout b 2 Q

�

, il existe une con�guration dont

la partie indic�ee par son domaine d'intervalle est b. Ce fait, le corollaire 7.3 et le lemme 7.11

prouvent le corollaire suivant.

Corollaire 7.4 Pour tout automate cellulaire quantique �ni (A; q) tel que U

q

A

soit isom�etri-

que, l'op�erateur U

q

A

est unitaire si et seulement si pour tout b 2 Q

�

, hF

b

~

lj~ri = 1.

En particulier nous devons avoir h

~

lj~ri = 1, ce qui est �equivalent �a la condition que le vecteur

ligne de l'op�erateur d'�evolution indic�e par la con�guration toute quiescente soit de norme 1.

Cette condition peut être facilement v�eri��ee, �etant donn�e

~

l et ~r. Aussi �a partir de maintenant

supposons que ce soit le cas. Ceci simpli�era la derni�ere �etape de notre r�eduction.

Soit m = card(Q)

r�1

. Les vecteurs de bords peuvent être consid�er�es comme des �el�ements

de R

m

, et les �el�ements de l'ensemble F = fF

a

: a 2 Qg peuvent �a leur tour être consid�er�es

comme des applications lin�eaires dans R

m

. Fixons quelques notations concernant l'espace

vectoriel R

m

. Soit ~u 2 R

m

un vecteur, V un ensemble �ni de vecteurs et S � R

m�m

une

famille �nie d'applications lin�eaires. Nous notons V + ~u = f~v + ~u : ~v 2 V g et SV = fs(~v) :

~v 2 V; s 2 Sg. Le sous-espace g�en�er�e par V est not�e hV i, et soit H

~u

l'hyperplan dont le

vecteur normal est ~u, c'est-�a-dire H

~u

= f~v : h~vj~ui = 0g.

Nous d�e�nissons par induction sur i, pour i � 0 les ensembles S

i

(V ). Soit S

0

(V ) = V et

S

i+1

(V ) = S

i

(V ) [ S(S

i

(V )). Nous disons que V englobe ~u sous S si

S

1

i=0

S

i

(f~ug) � V .

Puisque par hypoth�ese h

~

lj~ri = 1, l'hyperplan a�ne H

~r

+

~

l est l'ensemble des vecteurs dont

le produit scalaire avec ~r vaut 1, c'est-�a-dire

H

~r

+

~

l = f~u : h~uj~ri = 1g:

Clairement pour tout b 2 Q

�

, hF

b

~

lj~ri = 1 si et seulement h

~

lj~ri = 1, et que H

~r

+

~

l englobe

~

l

sous F . Nous pouvons d�esormais r�esumer nos �etapes de r�eduction dans ce th�eor�eme :

Th�eor�eme 7.6 Les vecteurs lignes de l'op�erateur d'�evolution d'un ACQ �ni, isom�etrique

sont tous de norme 1 si et seulement si h

~

lj~ri = 1, et que H

~r

+

~

l englobe

~

l sous F .

Cette caract�erisation est illustr�ee en �gure 7.7.
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-1 0 1 2 3
-1

0

1

2

~r

F(f

~

lg) = f

~

lg

H

~r

+

~

l

Fig. 7.7: Toujours pour l'ACQ �ni (Qflip; a), les vecteurs de bords

~

l et ~r, ainsi que l'hyperplan

a�ne H

~r

+

~

l. Dans cet exemple

~

l est invariant aux applications F

a

et F

b

, ce qui montre que U

a

Q
ip

est

unitaire.

7.6.2 Calcul des vecteurs de bord

Dans cette section nous donnons un algorithme pour calculer les vecteurs de bord. Par

sym�etrie il est su�sant de ne donner que l'algorithme pour le vecteur de bord gauche. L'objet

principal dans ce calcul sera le graphe de bord pond�er�e. Il s'agit du graphe G

A

, le graphe utilis�e

en section 7.6 �a la page 52, mais avec une autre fonction de poids. Dans G

A

le poids des arcs

est d�e�ni comme la norme des superpositions d'�etats r�esultant d'une transition, alors qu'ici

il sera le carr�e du module de l'amplitude de l'�etat quiescent dans ces superpositions.

Le graphe de bord (gauche) est le graphe �ni, orient�e, pond�er�e G

l

= (V;E; g). L'ensemble

des sommets est V = Q

r�1

. L'ensemble des arcs est E = f(xw;wy) : x; y 2 Q;w 2 Q

r�2

g.

La fonction de poids est d�e�nie pour tout (xw;wy) 2 E par

g((xw;wy)) = jhf(xwy)jqij

2

:

Un chemin dans G

l

est une s�equence �nie d'au moins deux sommets tel qu'il existe un arc

entre deux sommets cons�ecutifs. Remarquons qu'ici un unique sommet ne forme pas encore

un chemin. Comme d'habitude, le poids d'un chemin est le poids des arcs et le poids d'un

ensemble la somme des poids de chacun de ses chemins. Le poids de l'ensemble vide est 0.

Pour tout w 2 Q

r�1

, nous d�e�nissons P

w

comme �etant l'ensemble des chemins en G

l

dont

le premier sommet est q

r�1

, le deuxi�eme est di��erent de q

r�1

et le dernier est w.

Lemme 7.12 Pour tout w 2 Q

r�1

, nous avons

l

w

=

�

g(P

w

) si w 6= q

r�1

;

g(P

w

) + 1 si w = q

r�1

:

Preuve : Soit d une con�guration avec l'intervalle de domaine [j; k], et soit

p

q

= (: : : ; (q

r�1

; i); : : : ; (q

r�1

; j)):

Nous posons L

0

w

= L

d

w

nfp

q

g. Nous allons donner une bijection de L

0

w

�a P

w

qui associe p

�a p

0

tout en pr�eservant le poids. Soit p = (: : : ; (w

i

; i); : : : ; (w

j

; j)) un �el�ement de L

0

w

, avec

w

j

= w. Soit h le plus grand entier h � j tel que pour tout i � h nous ayons w

i

= q

r�1

.

Alors nous d�e�nissons p

0

= (q

r�1

; w

h+1

; : : : ; w

j

). Ceci est clairement une injection, et aussi

une surjection, car par le choix de h, w

h+1

6= q

r�1

. Cette application pr�eserve aussi le poids,
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car les arcs de p avant le sommet (w

h

; h) sont tous de poids 1. Le lemme suit du fait que

g

d

(p

q

) = 1. 2

Th�eor�eme 7.7 Il existe un algorithme R

31

qui calcule les vecteurs de bord en temps O(n

3(r�1)

r+1

).

Preuve : Par le lemme 7.12 il est su�sant de calculer g(P

w

) pour tout w 2 Q

r�1

. Ce qui rend

di�cile le calcul de g(P

w

) est le fait que les chemins de P

w

sont d�e�nis par une contrainte

qui impose au deuxi�eme sommet d'être di��erent de q

r�1

. La solution que nous proposons

consiste �a coder cette contrainte dans le graphe, que nous allons �etendre d'un sommet �a ce

but. Ensuite nous calculons pour tout couple de sommets i; j, le poids total des chemins

de i �a j. Pour cela nous adaptons l'algorithme standard qui construit l'expression r�eguli�ere

�equivalente �a un automate �ni donn�e.

Soit G

0

l

= (V

0

; E

0

; g

0

) avec V

0

= V [ fsq

r�2

g pour un s 62 Q, E

0

= E [ f(sq

r�2

; q

r�2

x) :

x 2 Qnfqgg et g

0

(e) = g(e) pour tout arc e de E et g

0

((sq

r�2

; q

r�2

y)) = g((q

r�1

; q

r�2

y)). Ce

graphe est illustr�e en �gure 7.8. Pour tout w 2 Q

r�1

soit P

0

w

l'ensemble des chemins dans

G

0

l

tel que le premier sommet soit sq

r�2

et le dernier sommet soit w. Clairement, P

w

est en

bijection avec P

0

w

et g(P

w

) = g

0

(P

0

w

).

a

b

s

1/2

1/2

1

1/2

a

b

s

1/2

1

1/2

Fig. 7.8: Les graphes de bord G

0

l

(gauche) et G

0

r

(droite), associ�es �a l'ACQ �ni (Qflip; a). Ils

permettent de calculer

~

l = (1; 1)

y

et ~r = (1; 0)

y

.

Bien que les vecteurs de bords n'aient pas de composantes in�nies, pour les calculer nous

devons �etendre les r�eels non-n�egatifs par1. Soit R

1

+

cet ensemble. Nous d�e�nissons les r�egles

de calcul suivants concernant 1 : pour tout c 2 R

1

+

,

1+ c = c+1 =1;

pour tout r�eel c > 0,

1 � c = c � 1 =1 �1 =1

ainsi que

1 � 0 = 0 � 1 = 0;

et 1

0

= 1. Nous d�e�nissons aussi c

�

pour tout c 2 R

1

+

comme suit

c

�

=

�

1=(1� c) si 0 � c < 1;

1 sinon.

Soit fv

1

; v

2

; : : : ; v

card(V )

g une �enum�eration arbitraire des sommets de G

l

. Pour 1 � i; j �

card(V ) et pour 0 � k � card(V ), nous d�e�nissons P

k

(i; j) comme l'ensemble des chemins

d�ebutant en v

i

, terminant en v

j

et dont tous les autres sommets interm�ediaires sont d'indice
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inf�erieur ou �egal �a k. Notons W

k

(i; j) pour g(P

k

(i; j)). Alors nous a�rmons que W

k

(i; j)

satisfait la r�ecursion suivante pour 1 � i; j � card(V ) et 1 � k � card(V ) :

W

0

(i; j) =

�

g((v

i

; v

j

)) si (v

i

; v

j

) 2 E;

0 sinon.

W

k

(i; j) = W

k�1

(i; j)+W

k�1

(i; k) � (W

k�1

(k; k))

�

�W

k�1

(k; j):

Nous prouvons notre a�rmation par induction sur k. Dans P

0

(i; j) le seul chemin est l'arc

entre v

i

et v

j

s'il existe, ce qui �etablit le cas de base.

Supposons que l'�equation soit vraie pour k � 1. Nous observons que pour chaque chemin

de P

k

(i; j), il existe un unique entier e, tel que le chemin passe exactement e fois par le sommet

v

k

. Nous pouvons donc �ecrire

P

k

(i; j) = P

k�1

(i; j)[

1

[

e=1

P

k�1

(i; k)
 P

k�1

(k; k)
 � � � 
 P

k�1

(k; k)

| {z }

e�1


P

k�1

(k; j);

o�u les unions sont disjointes, et l'op�erateur 
 est la composition de chemin (d�e�nie en sec-

tion 7.6.1 �a la page 52). Par hypoth�ese d'induction le poids total de P

k

(i; j) est donc

W

k

(i; j) = W

k�1

(i; j) +

1

X

e=0

(W

k�1

(i; k) � (W

k�1

(k; k))

e

�W

k�1

(k; j));

ce qui conclut la r�ecursion.

La complexit�e de l'algorithme est O(card(Q)

3(r�1)

) = O(n

3(r�1)

r+1

). 2

7.6.3 Hyperplans a�nes englobants

Dans cette section nous allons donner un algorithme polynomial au probl�eme suivant :

Hyperplans affines englobants

entr�ee les vecteurs

~

l; ~r et un ensemble d'applications lin�eaires F = fF

a

: a 2 Qg

promesse h

~

lj~ri = 1

d�ecider si H

~r

+

~

l englobe

~

l sous F , c'est-�a-dire si pour tout b 2 Q

�

nous avons

F

b

~

l 2 H

~r

+

~

l.

Nous rappelons que m = card(Q)

r�1

et soit t = card(Q). Pour simpli�er la notation soit

H = H

~r

et H

0

= H

~r

+

~

l. Soit E

i

= F

i

(f

~

lg).

La principale di�cult�e pour d�ecider si

S

1

i=0

E

i

� H

0

, est que

S

1

i=0

E

i

peut contenir un

nombre in�ni de vecteurs et que H

0

n'est pas un sous-espace. Plus pr�ecis�ement, il n'y pas �a

priori de point �xe E

j

tel que si E

j

est inclus dans H

0

alors

S

1

i=0

E

i

l'est aussi. Il n'est donc

pas �evident qu'il existe un algorithme �ni pour d�ecider ce probl�eme.

Par contre il serait beaucoup plus facile si la question consistait �a d�ecider si un hyperplan

| plutôt qu'un hyperplan a�ne | englobe

~

l sous des application lin�eaires. Car il nous

sera alors possible de travailler avec les sous-espaces g�en�er�es hE

i

i, et l'existence d'un point

�xe suivra par des arguments de dimension, comme nous allons le d�ecrire dans cette section.

L'id�ee principale de notre algorithme consiste �a remplacer dans le probl�eme hyperplan a�ne
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par hyperplan et applications lin�eaires par applications lin�eaires a�nes, et d'appliquer ensuite

l'approche de point �xe. Pr�ecisons maintenant cette id�ee.

Pour tout F 2 F , nous d�e�nissons une application F

0

: R

m

! R

m

par

F

0

(~v) = F (~v +

~

l)�

~

l;

et nous posons F

0

= fF

0

: F 2 Fg. Observons que F

0

est une transformation a�ne, car

F

0

(~v) = F (~v) + F

0

(

~

0). De plus F

0

(

~

0) = F (

~

l)�

~

l. Nous posons E

0

i

= E

i

�

~

l.

Lemme 7.13 E

0

0

= f

~

0g et pour tout i � 0, nous avons E

0

i+1

= E

0

i

[ F

0

(E

0

i

).

Preuve : Par d�e�nition E

0

0

= f

~

lg �

~

l = f

~

0g. Pour tout i � 0 nous avons

E

0

i+1

= E

i+1

�

~

l

= (E

i

[ F(E

i

))�

~

l

= (E

i

�

~

l) [ (F(E

i

)�

~

l)

= E

0

i

[ (F(E

i

�

~

l+

~

l)�

~

l)

= E

0

i

[ (F(E

0

i

+

~

l)�

~

l)

= E

0

i

[ F

0

(E

0

i

):

2

Corollaire 7.5 H

0

englobe

~

l sous F si et seulement si H englobe

~

0 sous F

0

.

Ce corollaire sugg�ere d�ej�a qu'il existe un algorithme �ni pour le probl�eme : nous calculons

le point �xe E

0

j

| c'est-�a-dire le plus petit entier j tel que hE

0

j

i = hE

0

j+1

i | et d�ecidons si

E

0

j

� H . Clairement j est au plus m, la dimension de l'espace. Le probl�eme est que E

0

j

peut

contenir un nombre exponentiel de vecteurs. Donc au lieu de calculer E

i

nous ne calculerons

qu'une base B

i

de hE

0

i

i, pour tout i, jusqu'�a ce que nous obtenions un point �xe. Comme la

base contient au plus m �el�ements, notre algorithme sera polynomial. La correction de cette

approche est bas�ee sur le lemme suivant.

Lemme 7.14 Soit X; Y � R

m

tel que hXi = hY i, et F

0

(f

~

0g) � hXi. Alors nous avons

hX [ F

0

(X)i = hY [ F

0

(Y )i:

Preuve : Par sym�etrie il su�t de montrer X [ F

0

(X) � hY [ F

0

(Y )i, qui implique imm�edi-

atement hX [ F

0

(X)i � hY [ F

0

(Y )i.

L'hypoth�ese hXi = hY i implique X � hY i � hY [ F

0

(Y )i. Soit ~v 2 F

0

(X), alors il existe

F

0

2 F

0

et ~u 2 X tel que ~v = F

0

(~u). Puisque X � hY i, il existe un k, et pour tout 1 � j � k
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il existe ~u

j

2 Y et �

j

2 R, tel que ~u =

P

k

j=1

�

j

~u

j

. Ceci nous m�ene �a

~v = F

0

(~u)

= F (~u +

~

l)�

~

l

= F (~u) + F (

~

l)�

~

l

= F

0

@

k

X

j=1

�

j

~u

j

1

A

+ F (

~

0 +

~

l)�

~

l

=

k

X

j=1

�

j

F (~u

j

) + F

0

(

~

0)

=

k

X

j=1

�

j

F (~u

j

+

~

l)�

0

@

k

X

j=1

�

j

1

A

F (

~

l) + F

0

(

~

0)

=

k

X

j=1

�

j

F

0

(~u

j

)�

0

@

k

X

j=1

�

j

1

A

(F (

~

l)�

~

l) + F

0

(

~

0)

=

k

X

j=1

�

j

F

0

(~u

j

)�

0

@

k

X

j=1

�

j

1

A

F

0

(

~

0) + F

0

(

~

0)

=

k

X

j=1

�

j

F

0

(~u

j

) +

0

@

1�

k

X

j=1

�

j

1

A

F

0

(

~

0):

Maintenant F

0

(~u

j

) 2 F

0

(Y ) implique

P

k

j=1

�

j

F

0

(~u

j

) 2 hF

0

(Y )i. Par hypoth�ese (1�

P

k

j=1

�

j

)F

0

(

~

0)

est inclus dans hY i. Donc la somme des deux vecteurs est en hY [ F

0

(Y )i. 2

Th�eor�eme 7.8 Il existe un algorithme R

32

qui d�ecide si H

0

englobe

~

l sous F en temps

O(n

3r�1

r+1

).

Preuve : Par le corollaire 7.5 nous allons d�ecider si H englobe

~

0 sous F

0

avec l'algorithme

suivant :

B

1

:= une base arbitraire de hF

0

(f

~

0g)i

i := 1

tant que hB

i

i 6= hB

i

[ F

0

(B

i

)i

B

i+1

:= une base de hB

i

[ F

0

(B

i

)i

i := i+ 1

B := B

i

si B � H accepter

sinon rejeter

A chaque it�eration la dimension de hB

i

i crô�t et donc l'algorithme termine au bout d'au plus

m � 1 it�erations. Nous prouvons maintenant qu'il est correct.

Comme F

0

(f

~

0g) � hB

1

i, et hB

i

i � hB

i+1

i, nous avons F

0

(f

~

0g) � hB

i

i pour tout i � 1.

Nous prouvons hB

i

i = hE

0

i

i pour tout i � 1 par induction. Pour i = 1, ceci est vrai par
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d�e�nition, et l'induction d�ecoule des lemmes 7.13 et 7.14. Comme B est un point �xe, c'est-

�a-dire hBi = hB [ F

0

(B)i, ceci implique que hBi � h

S

1

i=0

E

0

i

i et �etablit ainsi la correction.

Nous consid�erons maintenant la complexit�e. Puisque card(F

0

) = t et card(B

i

) � m pour

tout i, nous avons card(F

0

(B

i

)) � tm. Calculer F

0

u pour une application F

0

2 F

0

et un

vecteur u 2 B

i

prend un temps O(tm), car l'addition et la soustraction avec

~

l sont lin�eaires

en m, et que pour la matrice F , il existe t = card(Q) entr�ees �a des positions bien d�e�nies

par ligne qui peuvent contenir les seules entr�ees non-nulles. Donc calculer F

0

(B

i

) prend un

temps O(t

2

m

2

). V�eri�er pour chaque vecteur de F

0

(B

i

) s'il d�epend des vecteurs de base, et

l'y ajouter dans le cas �ech�eant, est r�ealis�e en temps O(m

2

) par l'algorithme d�ecrit dans la

section suivante. Donc le temps par it�eration est O(t

2

m

2

), et le temps total est O(t

2

m

3

). Le

th�eor�eme suit de t = n

1

r+1

et m = n

r�1

r+1

. 2

7.6.4 Base d'un sous-espace

Dans cette section nous allons donner un algorithme polynomial au probl�eme suivant :

Base d'un Sous-espace Vectoriel

entr�ee Un vecteur u 2 R

m

et un ensemble B de d vecteurs ind�ependants de R

m

.

sortie Retourner B [ fug si u 62 hBi et rien sinon.

Pour ce probl�eme il faut �a la fois trouver un algorithme qui le r�esout et une repr�esentation

ad�equate d'une base d'un sous-espace.

Une solution simple �a ce probl�eme serait de repr�esenter B par la matrice compos�ee des

vecteurs de B, et d'appliquer l'algorithme d'�elimination de Gauss (voir par ex. [Len90]) pour

d�ecider si u 2 hBi. Ceci prendrait un temps O(m

2

d).

C'est la mise en forme triangulaire qui est le goulot d'�etranglement de l'algorithme de

Gauss. L'am�elioration que nous proposons �evite cette �etape, par une repr�esentation plus

adapt�ee de B.

Th�eor�eme 7.9 Il existe un algorithme R

33

qui r�esout Base d'un Sous-espace Vectoriel

en temps O(m(m� d)).

Preuve : Nous repr�esentons B par un couple (d;M) avec d 2 [0; m] et M 2 R

m�m

tel que

pour tout u 2 R

m

, u 2 hBi si et seulement si Mu 2 R

d

� f0g

m�d

.

L'algorithme v�eri�e si les m � d derni�eres composantes de Mu sont 0. Le calcul de ces

composantes prend un temps O(m(m� d)), par la multiplication standard de matrices.

Le cas �ech�eant l'algorithme R

33

applique une �etape de l'algorithme d'�elimination de Gauss

�a u. Cette transformation est d�ecrite par deux op�erateurs lin�eaires sur R

m

: une matrice de

permutation P et un op�erateur d'�elimination E, que nous d�e�nissons maintenant.

Soit k un entier de [d + 1; m] tel que (Mu)

k

6= 0. Il existe un tel k, car par hypoth�ese

Mu 62 hBi. Si k = d + 1, P est l'identit�e, sinon P est la matrice de permutation qui a

P (d + 1; k) = 1, P (k; d+ 1) = 1, P (i; i) = 1 pour tout i di��erent de k et de d+ 1, et qui est

0 ailleurs.

L'op�erateur d'�elimination est d�e�ni pour tout i; j par

E(i; j) =

8

<

:

1 si i = j;

�(Mu)

i

=(Mu)

k

si j = d+ 1 et i > d+ 1;

0 sinon.
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L'algorithme R

33

retourne alors (d+1; EPM). La correction de l'algorithme de Gauss assure

que ceci est un codage de B [ fug. Pour calculer EPM , il faut �eventuellement (si k 6= d+ 1)

�echanger deux lignes de M pour obtenir PM , et ensuite pour tout i 2 [d+ 2; m] ajouter la

(d+1)-�eme ligne pond�er�ee par E(i; d+1) �a la i-�eme ligne. Ceci prend un temps O(m(m�d)),

ce qui conclut la preuve. 2

Pour que cet algorithme soit appliquable dans notre cas nous avons besoin du lemme

suivant.

Lemme 7.15

�

Etant donn�e une base B compos�ee d'un unique vecteur, une repr�esentation de

B est calcul�ee en temps O(m

2

), o�u m est la dimension de l'espace vectoriel.

Preuve : Soit (1;M) une r�epr�esentation de B. Le temps est d�etermin�e par l'�ecriture de M ,

qui est de taille m�m. 2
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8

Comparaison de mod�eles

d'automates cellulaires

Dans ce chapitre nous comparons les mod�eles d'automates cellulaires p�eriodiques et �nis

en ce qui concerne l'isom�etrie et unitarit�e de l'op�erateur d'�evolution dans le cas quantique,

et injectivit�e et bijectivit�e de la fonction de transition globale dans le cas classique. Nous

donnerons un contre-exemple pour montrer qu'un des r�esultats du monde classique n'a pas

son �equivalent dans le monde quantique.

8.1 Similitudes

Soit un entier k � 1 arbitraire. Par d�e�nition, l'image d'une con�guration p�eriodique de

taille k par la fonction globale d'un AC est aussi une con�guration p�eriodique de taille k.

L'ensemble des con�gurations p�eriodiques de taille k est �ni.

Ceci implique pour tout automate cellulaire A (lemme 5.1 �a la page 28)

F

P

A

injective , F

P

A

bijective;

et de mani�ere similaire pour tout A 2Acq,

U

P

A

isom�etrique , U

P

A

unitaire:

Ces �equivalences ainsi que les implications du lemme 8.1, des corollaires 5.1 �a la page 32

et 7.2 �a la page 51 et du th�eor�eme 8.1 �a la page suivante sont illustr�ees en �gure 8.1 �a la page

suivante.

Le lemme et le contre-exemple suivants sont dûs �a Durand.

Lemme 8.1 ([Dur94, proposition 4.3]) Pour tout automate cellulaire A et tout �etat quie-

scent q,

F

P

A

bijective ) F

q

A

bijective:

La courte preuve du lemme utilise une topologie sur l'ensemble des con�gurations que nous

ne voulons pas introduire ici.

L'automate suivant prouve que l'implication est stricte. Soit XorB= (fq; 0; 1g; 2; f) d�e�ni

pour tout x; y 2 fq; 0; 1g par

f(x; y) =

�

x si x = q ou y = q;

(x+ y) mod 2 sinon.
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F

P

A

bijective

F

P

A

injective

F

q

A

bijective . XorB

F

q

A

injective . Xor

U

P

A

unitaire

U

P

A

isom�etrique

U

q

A

unitaire

. Qflip

U

q

A

isom�etrique . Xor

Fig. 8.1: Implications des propri�et�es de la fonction de transition globale (�a gauche) et de l'op�erateur

d'�evolution (�a droite). Le carr�e illustre l'ensemble de tous les couples (A; q). Les zones indiqu�ees par

une propri�et�e illustrent le sous-ensemble des couples qui la satisfont.

Soient c

0

; c

1

deux con�gurations p�eriodiques de même taille, dont la premi�ere est 0 partout

et la deuxi�eme 1 partout. Alors F

P

A

(c

0

) = F

P

A

(c

1

) = c

0

, ce qui montre que F

P

A

n'est pas

injective. Par contre F

q

A

est bijective, ce qui peut être v�eri��e en appliquant l'algorithme

d�ecrit au chapitre 7.

Nous montrons maintenant que le dernier lemme reste toujours vrai dans le cas des ACQ.

Th�eor�eme 8.1 Pour tout A 2Acq et tout �etat quiescent q,

U

P

A

unitaire ) U

q

A

unitaire:

Preuve : Soit (A; q) un ACQ �ni, tel que U

P

A

est unitaire. Pour simpli�er les notations

supposons A = (Q; 2; f). La preuve se g�en�eralise ais�ement pour des voisinages plus grands.

Par le corollaire 7.2 �a la page 51, il su�t de montrer que U

q

A

est surjectif. Soit [j; j

0

] un

intervalle non-vide, et c une con�guration �nie tels que idom(c) � [j; j

0

]. Nous devons montrer

qu'il existe une superposition u, telle que U

q

A

u = jci. L'id�ee de la preuve est la suivante. Soient

a = card(Q) + 1

I = [j � a; j

0

+ a]

L = fc 2 C

q

A

: idom(c) 2 Ig

k = card(I):

Nous donnons une bijection M entre L et l'ensemble des con�gu-

rations p�eriodiques de taille k. Soit ĉ = M(c) et soit la superposition

û telle que U

P

A

û = jĉi. Nous allons montrer que la superposition

u =

P

d2L

hûjM(d)ijdi est une pr�e-image pour jci. Comme le choix

de i; j

0

et c �etait arbitraire ceci impliquerait que U

q

A

est unitaire et

conclurait la preuve.

Nous d�e�nissons M de la mani�ere suivante : l'image de c

0

2 L est ĉ

0

,

jci jĉi

u û

M

M

�1

U

P

A

U

q

A

Fig. 8.2: Id�ee de la

preuve

telle que pour tout i 2 Z

k

, ĉ

0

i

= c

0

j�a+i

. La d�e�nition de L assure que ĉ

0

contient toute la

partie non-quiescente de c

0

, donc M est injective. De plus card(L) = card(Q)

k

ce qui est le

nombre de con�gurations p�eriodiques de taille k, en cons�equence M est aussi bijective.
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La preuve simple mais fastidieuse est d�ecompos�ee en trois lemmes. Soit

^

d une con�guration

p�eriodique arbitraire, telle que hûj

^

di 6= 0.

Lemme 8.2 Il existe l 2 [0; a� 1] et l

0

2 [k � a; k � 1] tel que

^

d

l

=

^

d

l

0
= q.

Preuve : (illustr�ee en �gure 8.3) Par sym�etrie il su�t de montrer l'existence de l tel que

^

d

l

= q. Comme card(Q) est �ni, et par le choix de a, il existe 0 � n < m � a � 1 tel que

^

d

n

=

^

d

m

. Soit

^

d

0

la con�guration p�eriodique de taille card[n;m� 1], d�e�nie pour tout i par

^

d

0

i

=

^

d

i+n

. Soit ê la con�guration p�eriodique toute quiescente de même taille que

^

d

0

.

Par construction pour tout i 2 [n;m � 1],

^

d

0

i�m+[2]

=

^

d

i+[2]

. L'in�egalit�e U

P

A

(

^

d; ĉ) 6= 0

implique que pour tout i 2 [0; a� 2][ [k � a; k � 1], hf(

^

d

i+[2]

)jqi 6= 0, et donc en particulier

U

P

A

(ê;

^

d

0

) =

Y

i2[n;m�1]

hf(

^

d

i+[2]

)jqi 6= 0:

Or par d�e�nition d'un �etat quiescent, U

P

A

(ê; ê) = 1, et comme par hypoth�ese U

P

A

est unitaire,

ceci implique

^

d

0

= ê. Nous pouvons donc choisir l = n et obtenons

^

d

l

=

^

d

0

0

= q. 2

x

q q q q q

d

c

=0 =0

y

=0

q q q q q

yyy
mn n’ m’

x

q q q q q

x

e

d’

Fig. 8.3: Plan du lemme 8.2.

Lemme 8.3 Nous avons

^

d

0

= q.

Preuve : (illustr�ee en �gure 8.4) Par le lemme pr�ec�edent il existe l 2 [0; a � 1] et l

0

2

[k�a; k�1] tel que

^

d

l

=

^

d

l

0

. Soit

^

d

0

la con�guration p�eriodique de taille card([0; l�1][[l

0

; k�1]),

tel que

^

d

0

i

=

�

^

d

i

si i 2 [0; l� 1];

^

d

i�l+l

0

sinon.

Soit ê la con�guration toute quiescente de même taille que

^

d

0

. Alors pour les mêmes raison

que dans la preuve du lemme pr�ec�edent, nous avons

^

d

0

= ê, et en particulier

^

d

0

0

= q. 2

q q q q

=0

d

qc

=0

q q q q qe qq

q qq d’

q q q q

l l’

Fig. 8.4: Plan du lemme 8.3.
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Lemme 8.4 Soit d = M

�1

(

^

d). Alors pour tout d

0

2 L et

^

d

0

= M(d

0

), nous avons U

q

A

(d

0

; d) =

U

P

A

(

^

d

0

;

^

d).

Preuve : (illustr�ee en �gure 8.5) Le dernier lemme assure que pour tout i 2 [0; k � 1],

^

d

i+[2]

= d

i+j�a+[2]

. Donc

U

q

A

(d

0

; d) =

Y

i2I

hf(d

i+[2]

)jd

0

i

i

=

Y

i2Z

k

hf(

^

d

i+[2]

)j

^

d

0

i

i

= U

P

A

(

^

d

0

;

^

d):

2

M

M

α =0α =0

a-1

idom(c)

j j’j-a j’+a

0 k-1

-1

q

q q

q qc

c

d

d

qq qqq q q q q q q q qq

qqqq q q q q q q

q q q qq

0 k-1k-a

Fig. 8.5: Plan du lemme 8.4. La 
�eche pleine indique une amplitude de transition � non-nulle.

Nous obtenons donc

hU

q

A

ujci =

X

d

hujdiU

q

A

(c; d)

=

X

d2L

hûjM(d)iU

q

A

(c; d) par d�e�nition de u

=

X

^

d

hûj

^

diU

P

A

(ĉ;

^

d) par le lemme pr�ec�edent

= 1: par d�e�nition de û.

Le corollaire 7.2 �a la page 51 et le fait 3.2 �a la page 14 impliquent que pour tout c

0

6= c,

hU

q

A

ujc

0

i = 0. Donc U

q

A

u = jci ce qui conclut le th�eor�eme. 2
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8.2 Di��erences

Un th�eor�eme de Richardson [Ric72] caract�erise les fonctions sur les con�gurations qui sont

des fonctions de transition globales d'automates cellulaires. Il implique le corollaire suivant.

Corollaire 8.1 Pour tout AC A, si F

A

est bijectif, alors il existe un AC B tel que F

B

F

A

est

l'identit�e.

Pour tout AC �ni (A; q), si F

q

A

est bijectif, alors il existe un AC (B; q) tel que F

q

B

F

q

A

est

l'identit�e.

La deuxi�eme partie de ce corollaire n'est plus vraie dans le cas des ACQ. Consid�erons l'ACQ

Qflip d�e�ni en section 7.3 �a la page 43. Pour tout k � 0, soit c

k

la con�guration qui est �a 1

dans l'intervalle [�k;�1] et 0 ailleurs. Soit la superposition

u =

X

k�1

1=

p

2

k

jc

k

i:

Alors

hU

0

Q
ip

ujc

1

i =

X

k�1

1=

p

2

k

U

0

Q
ip

(c

1

; c

k

)

=

X

k�1

1=

p

2

k

�2

Y

i=�k�1

1=

p

2

k

=

X

k�1

1=2

k

= 1:

Puisque U

0

Q
ip

est unitaire (voir chapitre 7) et kuk = 1 nous avons U

0

Q
ip

u = jc

1

i.

Soit U tel que UU

0

Q
ip

est l'identit�e. Nous remarquons que c

0

est la con�guration toute

quiescente. Alors U jc

0

i = jc

0

i et U jc

1

i = u. Par cons�equent, en une transition par U , toutes

les cellules d'indice n�egatif d�ependent de l'�etat de la cellule d'indice �1. Il ne peut pas exister

un automate B tel que U

0

B

= U , car B devrait avoir un voisinage in�niment grand. De plus

en u, les cellules sont enchevêtr�ees, ce qui ne peut pas être le cas apr�es une unique transition

d'un ACQ �a partir d'une con�guration. (voir section 7.1 �a la page 41)
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9

Un algorithme quantique de

recherche du minimum

Apr�es avoir d�e�ni des mod�eles d'ordinateurs quantiques il fallait comparer leur pouvoir de

calcul avec celui des mod�eles classiques. Pour cela des probl�emes arti�ciels ont �et�e invent�es

[DJ92, BV93, Sim94] ainsi que des algorithmes quantiques qui les r�esolvent plus e�cacement

qu'une machine classique. Shor [Sho94] fut le premier �a avoir trouv�e un algorithme quantique

pour un probl�eme concret, la factorisation d'un nombreN en nombres premiers dans un temps

polynomial en logN , ce qui constitue une am�elioration par rapport aux algorithmes classiques

connus. L'importance de ce r�esultat vient du fait qu'il rend potentiellement vuln�erable le

syst�eme de cryptographie RSA, bas�e sur la conjecture qu'il n'existe pas un algorithme e�cace

pour factoriser un nombre.

Pendant les deux ans qui ont suivi cette d�ecouverte, les seuls algorithmes quantiques

qui ont �et�e trouv�es [Kit95, H�y97], �etaient des variations de la transformation de Fourier

quantique, la base de l'algorithme de Shor. On pouvait se demander si la puissance des

machines quantiques se r�esume �a la capacit�e de r�ealiser e�cacement la transformation de

Fourier.

9.1 Un algorithme quantique de recherche g�en�erale

En 1996 Grover a pr�esent�e un algorithme quantique pour le probl�eme de recherche g�en�erale

[Gro96]. L'analyse de cet algorithme a ensuite �et�e a�n�e par Boyer, Brassard, H�yer et Tapp

[BBHT96]. Le probl�eme en question est formalis�e comme suit.

Recherche G

�

en

�

erale

entr�ee Un entier N et une fonction f :Z

N

! f0; 1g sous forme d'oracle.

sortie Un i tel que f(i) = 1, s'il en existe, et rien sinon.

Soit t le nombre solutions, c'est-�a-dire le nombre de i tel que f(i) = 1. Alors si on

n'impose pas de conditions particuli�eres �a f , un algorithme classique probabiliste ne pourra

pas trouver une solution avec une probabilit�e sup�erieure �a 1=2 en moins de O(N=t) appels �a

l'oracle. L'algorithme propos�e par Boyer et al. retourne une solution apr�es un nombre esp�er�e

de O(

p

N=t) appels �a l'oracle si t > 0 et sinon ne termine jamais. Le nombre d'appels �a

71



72 Chapitre 9. Un algorithme quantique de recherche du minimum

l'oracle de cet algorithme est optimal �a une constante pr�es dû �a une borne inf�erieure dans

[BBBV97].

Th�eor�eme 9.1 ([BBHT96, th�eor�eme 3]) Si le nombre de solutions t est non-nul, alors

l'algorithme de recherche quantique retourne uniform�ement une solution apr�es un nombre

esp�er�e d'au plus

9

2

p

N=t appels �a l'oracle. Si N est une puissance de 2 alors le temps de

calcul est O(logN) fois le nombre d'appels, sinon le facteur est O(log

2

N).

S'il n'existe aucune solution, alors l'algorithme ne termine jamais.

L'esp�erance exacte du nombre d'appels �a l'oracle est implicite dans le th�eor�eme. Nous

nous r�ef�erons maintenant �a l'analyse du nombre d'appels dans la preuve du th�eor�eme 3

dans [BBHT96]. Le nombre esp�er�e avant que l'algorithme atteigne l'�etape critique est 3

p

N=t.

Une fois cette �etape atteinte, le nombre esp�er�e avant que l'algorithme trouve une solution est

3

2

p

N=t. La somme de ces nombres �etablit la complexit�e.

Le facteur O(logN) dans le temps de calcul est d�etermin�e par la transformation de Fourier

Walsh-Hadamard intervenant dans l'algorithme. Dans le cas o�u N n'est pas une puissance

de 2, une autre transformation est utilis�ee (par exemple la transformation de Fourier d�ecrite

dans [Cle94]) qui prend un temps O(log

2

N). Par contre on peut toujours supposer sans perte

de g�en�eralit�e que N est une puissance de 2, mais dans ce cas on doit accepter un facteur de

p

2 dans le temps de calcul esp�er�e.

N

t

Fig. 9.1: La recherche g�en�e-

rale consiste �a trouver une des

t solutions parmi N �el�ements

Tous les probl�emes qui sont e�cacement v�eri�ables peuvent

être raisonnablement mod�elis�es par un probl�eme de recherche g�en�e-

rale. Par exemple un entier i peut coder une assignation de n vari-

ables bool�eennes et f l'�evaluation d'une formule logique du premier

ordre. Soit F (n), le temps n�ecessaire �a l'�evaluation de f . L'algo-

rithme de recherche quantique trouve une assignation satisfaisant

la formule (si elle est satis�able) en temps O(F (n) �n � 2

n=2

). Ceci

est encore exponentiel en n, mais am�eliore le temps O(F (n) �2

n

) de

la recherche exhaustive classique, si F (n) reste polynomial en n.

Cependant pour certains probl�emes le temps de v�eri�cation est trop important. Par exemple

pour v�eri�er de mani�ere d�eterministe si un entier i minimise une fonction g :Z

N

! R, il n'y

a pas d'autre choix que de rechercher de mani�ere exhaustive le minimum. L'algorithme de

recherche g�en�erale ne s'y applique alors pas tel quel.

9.2 La recherche du minimum

Dans [DH96] nous nous sommes pos�e la question de savoir s'il est possible d'appliquer l'algo-

rithme de recherche de Grover �a un probl�eme qui n'est pas facilement v�eri�able. C'est le cas

de la recherche du minimum dans un tableau. Formalisons notre probl�eme.

Soit T : Z

N

! E un tableau (non-tri�e) de N �el�ements d'un ensemble E muni d'un

ordre total. Pour simpli�er supposons que tous les �el�ements soient distincts. Le probl�eme

de recherche du minimum consiste �a trouver l'indice y tel que T [y] soit minimum. R�esoudre

ce probl�eme requiert clairement un nombre lin�eaire d'acc�es au tableau dans une machine

probabiliste ; il faut au moins N=2 acc�es pour donner la bonne r�eponse avec une probabilit�e

d'au moins 1=2.

Nous donnons ici un algorithme quantique simple qui r�esout avec grande probabilit�e ce

probl�eme n'utilisant que O(

p

N) acc�es au tableau. Il fait principalement des appels �a l'algo-
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rithme de recherche quantique. Le nombre d'appels �a l'oracle de notre algorithme est optimal

�a une constante pr�es, dû �a une borne inf�erieure donn�ee en [BBBV97].

9.3 L'algorithme

Fig. 9.2: L'id�ee de notre algorithme.

La variable principale de notre algorithme est un in-

dice de seuil qui d�etermine un �el�ement de seuil. Nous

utilisons l'algorithme de recherche quantique [Gro96,

BBHT96] comme sous-routine pour trouver l'indice d'un

�el�ement qui est plus petit que l'�el�ement de seuil. Le r�e-

sultat repr�esente ensuite le nouvel indice de seuil. Ce

processus est r�ep�et�e jusqu'�a ce que la probabilit�e que

l'�el�ement seuil soit le minimum, soit assez large.

L'id�ee de notre algorithme est illustr�ee en �gure 9.2.

Pour rechercher le point maximum dans un paysage, nous en choisissons un au hasard, et

versons de l'eau, a�n que le niveau d'eau l'atteigne. Ensuite nous recherchons un autre point,

parmi le paysage encore d�ecouvert, et nous recommen�cons.

Soit l'algorithme suivant :

Algorithme A(m)

1. Choisir uniform�ement un indice de seuil y 2Z

N

.

2. Tant que le nombre d'acc�es au tableau ne d�epasse pas m (interrompre

�eventuellement la sous-routine) faire

(a) Appliquer l'algorithme de recherche quantique de [BBHT96] avec l'oracle

f , d�e�ni par f(i) = 1 si T [i] < T [y] et 0 sinon.

(b) En cas de succ�es, a�ecter y avec la r�eponse de la sous-routine.

3. Retourner y.

Soit m̂ = d15

p

Ne.

Th�eor�eme 9.2 L'algorithme A(2m̂) trouve le minimum avec une probabilit�e au moins 1=2.

Son temps de calcul est O(logN

p

N) et le nombre d'acc�es au tableau est O(

p

N).

Preuve : Par construction, le nombre d'acc�es au tableau de A(m) est exactement m. Par le

th�eor�eme 9.1 le temps est O(logN �m).

Soit A(1), la version in�nie de l'algorithme. Nous allons montrer que m̂ est le nombre

esp�er�e d'acc�es au tableau avant que A(1) ne trouve le minimum. Ceci impliquera alors par

l'in�egalit�e de Markov, que A(2m̂) succ�ede avec une probabilit�e d'au moins 1=2.

Nous d�e�nissons le rang d'un �el�ement du tableau : le rang du minimum est 1, celui du

deuxi�eme plus petit �el�ement est 2, etc.

A tout moment l'algorithme in�ni cherche le minimum parmi les | disons t | �el�ements

inf�erieurs �a T [y]. Pendant le reste de l'ex�ecution chacun de ces �el�ements pourra être choisi

comme indice de seuil. Soit p(t; r) la probabilit�e que l'�el�ement de rang r est choisi �a un

moment pendant la recherche du minimum parmi t �el�ements. Clairement p(t; 1) = 1, et

p(t; t) = 1=t. Nous montrons maintenant que cette probabilit�e est l'inverse du rang et est

ind�ependante de la taille du tableau.
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Lemme 9.1 Si r � t alors p(t; r) = 1=r, sinon p(t; r) = 0.

Preuve : Le cas r > t est trivial. Le cas r � t est prouv�e par induction sur t pour un r �x�e : Le

cas de base p(r; r) = 1=r suit du fait que la distribution de sortie de l'algorithme de recherche

quantique est uniforme. Supposons que pour tout k 2 [r; t] l'�egalit�e p(k; r) = 1=r soit vraie.

Si l'algorithme recherche le minimum parmi t+ 1 �el�ements, alors apr�es le premier appel �a la

sous-routine, y est choisi uniform�ement parmi eux, et peut être l'indice de l'�el�ement de rang

r, de rang plus grand ou plus petit que r. Uniquement les deux premiers cas contribuent �a la

somme suivante :

p(t+ 1; r) =

1

t+ 1

+

t+1

X

k=r+1

1

t + 1

p(k� 1; r)

=

1

t+ 1

+

t+ 1� r

t + 1

�

1

r

=

1

r

:

2

Par le th�eor�eme 9.1 le nombre d'acc�es esp�er�e qu'il faut �a l'algorithme in�ni pour trouver

le minimum est au plus

N

X

r=2

p(N; r)

9

2

r

N

r � 1

=

9

2

p

N

N�1

X

r=1

1

r + 1

1

p

r

�

9

2

p

N

 

1

2

+

N�1

X

r=2

r

�3=2

!

�

9

2

p

N

�

1

2

+

Z

N�1

r=1

r

�3=2

dr

�

=

9

2

p

N

 

1

2

+

�

�2r

�1=2

�

N�1

r=1

!

� 15

p

N:

2

9.4 Remarques �nales

Si les valeurs dans T ne sont pas distinctes, nous utilisons le même algorithme que dans

le cas simpli��e. L'analyse reste identique pour ce cas, sauf que dans le lemme 9.1 l'�egalit�e

p(t; r) = 1=r devient alors l'in�egalit�e p(t; r) � 1=r. Donc la borne inf�erieure pour la probabilit�e

de succ�es donn�ee en th�eor�eme 9.2 pour le cas simpli��e est aussi une borne inf�erieure pour le

cas g�en�eral.

Si nous ex�ecutons c fois l'algorithme A(2m̂), alors la probabilit�e que le minimum de toutes

les c r�eponses ne soit pas la solution est au plus 1=2

c

. Mais ces ex�ecutions sont ind�ependantes

et ne tiennent pas compte des r�esultats pr�ec�edents. De ce fait la probabilit�e de succ�es de

A(2cm̂) ne peut être que meilleure et est donc au moins 1� 1=2

c

.
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Si jamais on arrive �a construire un ordinateur quantique, il serait peut-être di�cile d'al-

terner des p�eriodes d'observations et d'�evolution de la machines. Il est possible d'implanter

cet algorithme de telle mani�ere qu'il existe une unique observation �a la �n du calcul. Pour

cela il su�t d'�ecrire (de mani�ere r�eversible, avec Xor) les bits �a observer sur un ruban parti-

culier, et ne plus y toucher jusqu'�a la �n du calcul. L'observation des bits �ecrits sur ce ruban

fournit alors le même r�esultat que si on avait observ�e ces bits au fur et �a mesure au cours de

l'�evolution de la machine.
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Conclusion

Comparaison des ACQ �nis avec les machines de Turing quan-

tiques

Le principal probl�eme que nous laissons ouvert dans cette th�ese est celui de la simulation

(avec un surcoût polynomial) des automates cellulaires quantiques �nis par des machines

de Turing quantiques. Consid�erons l'ensemble des mod�eles de calcul qui sont �equivalents

(par simulation mutuelle avec un surcoût polynomial) aux machines de Turing classiques.

La version moderne de la th�ese de Church et Turing �etablit que cet ensemble est �equivalent

�a l'ensemble des mod�eles de calcul \raisonnables". Alors il nous semblerait r�econfortant

que les versions quantiques de ces mod�eles soient aussi �equivalentes aux machines de Turing

quantiques.

L'existence d'une simulation des ACQ �nis par les machines de Turing quantiques viendrait

alors soutenir cette version quantique de la version moderne de la th�ese de Church et Turing.

Par contre nous avions montr�e en section 8.2 �a la page 69 qu'il existe au moins une di��erence

importante entre les ACQ �nis et les AC �nis classiques : pour toute instance valide des

ACQ �nis il n'existe pas forc�ement un ACQ �ni qui l'inverse. Il ne serait donc pas surprenant

qu'il existe d'autres di��erences, par exemple l'existence d'automates cellulaires quantiques

�nis qui ne peuvent pas être simul�es avec un surcoût polynômial par des machines de Turing

quantiques.

Critiques

Certains physiciens nous ont fait part de leurs remarques concernant le mod�ele des ACQ �nis :

Richard Jozsa reproche �a ce mod�ele que toutes les transitions se fassent en même temps.

En e�et, ceci n�ecessite une horloge globale commune �a toutes les cellules, ce qui n'est

pas physiquement r�ealisable.

Dorit Aharonov regrette quem dans notre mod�elem il ne soit pas facile de construire des

instances valides. Les automates cellulaires quantiques partitionn�es ou les circuits quan-

tiques sont beaucoup plus adapt�es pour concevoir en d�etail un programme quantique.

Norm Margolus et Seth Lloyd nous signalent qu'un mod�ele de calcul quantique ne peut

avoir de r�ealit�e physique que s'il peut être d�ecrit par des Hamiltoniens locaux et donc les

77
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ACQ �nis ainsi que les machines de Turing quantiques ne sont pas des mod�eles r�ealistes.

Il s'av�ere donc que notre mod�ele n'est (malheureusement) qu'une construction dont la raison

d'être ne peut être que th�eorique : Nous pensons qu'il nous permettrait de v�eri�er (ou de

r�efuter) la version moderne et quantique de la th�ese Church-Turing.

Ce n'est pas parce qu'un mod�ele de calcul quantique ne satisfait pas la condition requise

mentionn�ee par NormMargolus et Seth Lloyd ci-haut, qu'il n'est pas raisonnable d'y concevoir

en d�etail des algorithmes quantiques. La simulation de Yao des machines de Turing quantiques

par des circuits quantiques rend au premier mod�ele sa raison d'être. Ceci fournit une raison

de plus pour r�esoudre le probl�eme ouvert mentionn�e au d�ebut de cette conclusion.

Automates cellulaires quantiques sans restriction

Les automates cellulaires (sans restriction sur les con�gurations) n'ont pas encore �et�e g�en�eral-

is�es au calcul quantique. Le probl�eme est que dans ce cas l'ensemble des con�gurations n'est

pas d�enombrable, et donc on ne peut utiliser le formalisme des op�erateurs d'�evolution. C'est

ce que qui a �et�e �evit�e en ne consid�erant que des ACQ �nis ou p�eriodiques. Notre intuition

est que dans le cas g�en�eral la similarit�e entre la di��erence des �etats (ou des con�gurations) et

l'orthogonalit�e des superposition d'�etats (ou des superpositions de con�gurations) qui a �et�e

exploit�ee dans cette th�ese reste toujours vraie. Nous pensons donc que | comme dans le cas

classique | un ACQ est valide dans le cas g�en�eral si et seulement s'il l'est dans le cas des

con�gurations p�eriodiques.

Aussi faudrait-il faire le lien entre ces deux derniers mod�eles et le mod�ele des automates

cellulaires quantiques bas�e sur le formalisme de Hamiltoniens. Quelles sont les instances des

deux premiers mod�eles qui peuvent être d�ecrites par le dernier et vice-versa ? Quel est alors

le rapport entre les deux descriptions ?
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