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Chapitre 1

Introduction

L’étude des langages de programmation est I’un des domaines importants et 1'un des plus
anciens de la science informatique. Comme tous les domaines en maturation, il se formalise
de plus en plus. Loin est I’époque de la conception des premiéres versions de Fortran et de la
mise en oeuvre de son premier compilateur ou tout n’était que travail d’orfévre. Aujourd’hui,
de la conception & l'utilisation d’un langage de programmation, de nombreux outils formels
et pratiques jouent un roéle crucial. Cela va des automates d’états finis et des grammaires
jusqu’aux implantations formellement certifiées, en passant par les générateurs d’analyseurs
comme Lex et Yacc.

La tendance a la formalisation est une garantie de qualité et elle sert de base au développe-
ment des outils pratiques, qui eux-mémes ont fait gagner des milliers d’heures de travail. Non
seulement la mise en oeuvre des langages de programmation en est-elle largement simplifiée,
mais la réalisation d’applications pratiques dans ces langages gagnent en efficacité par I'utili-
sation de compilateurs plus fiables, produisant plus rapidement du code de meilleure qualité.
En ce sens, les techniques formelles font partie du bagage indispensable dans la recherche sur
les langages de programmation.

L’expérience montre cependant que cette méme tendance & la formalisation a créé une
fracture entre les concepteurs de langages et le monde de la recherche dans le domaine des
langages de programmation. Le concepteur de langage est souvent un chercheur qui se situe
au plus prés des utilisateurs de langages de programmation. Rarement congoit-il des langages
réellement totalement nouveaux ; il cherche plutét a proposer de nouvelles abstractions de pro-
grammation qui permettent d’exprimer plus facilement la solution aux problémes courants de
ces utilisateurs. Bien que capables d’exprimer leurs nouvelles abstractions de facon informelles,
les concepteurs se butent & plusieurs problémes :

1. Comment raisonner sur le comportement des programmes utilisant ces nouvelles abs-
tractions ?

2. Comment s’assurer de ’exactitude de leurs propositions ?

3. Comment comparer différentes propositions de facon a en obtenir des conclusions claires
et définitives?

4. Comment évaluer la réalisabilité de la mise en oeuvre de ces nouvelles abstractions ?

5. Comment communiquer de facon précise et non-ambigue la sémantique de ces nouvelles
abstractions aux utilisateurs potentiels 7 et

6. Comment démontrer l'intérét, le potentiel et la réalisabilité de ces nouvelles abstractions
4 la communauté de recherche ?



Aprés la formalisation de tout ce qui correspond & la partie frontale du compilateur et qui
concerne donc la syntaxe et la sémantique statique' des langages?, la formalisation des aspects
sémantiques prend un essor rapide depuis bientot une décennie. Les principales approches for-
melles disponibles aujourd’hui pour la définition de la sémantique des langages et relativement
largement connues sont les sémantiques opérationnelles structurelles, les sémantiques dénota-
tionnelles et les sémantiques axiomatiques. Ces techniques donnent effectivement des réponses
aux problémes évoqués plus haut, mais elles colportent les mémes désavantages que toutes les

méthodes formelles : difficultés d’apprentissage, opacité des définitions et limites intrinséques?.

Malgré tout, nous sommes profondément convaincus que les approches formelles sont de-
venues aujourd’hui indispensables. Le présent cours vise donc un public de concepteurs de
langages de programmation et a pour objectif de leur permettre de s’approprier I'une de ces
approches, la sémantique dénotationnelle. La trame de fond du cours évitera d’aborder les
techniques formelles sous un angle purement mathématique. Notre objectif n’est pas de faire
du concepteur de langage un sémanticien de haut vol. Il s’agit plutét de lui permettre d’ex-
primer dans le langage dénotationnel la sémantique de ses propositions. Il pourra ensuite, en
collaboration avec le sémanticien, mettre en oeuvre les techniques de raisonnement formels
pour prouver des propriétés sur les programmes.

Nous aborderons donc la sémantique formelle sous un angle pratique. Par rapport & 1’ap-
proche classique de démonstration d’un langage, qui est la réalisation d’'une implantation
prototype sous la forme d’'un interpréte, nous faisons méme le pari que la sémantique dénota-
tionnelle ne présente pas une difficulté insurmontable. En fait, elle peut apparaitre comme une
technique particuliére de définition d’interprétes qui, avec des garde-fous appropriés, présen-
teront les propriétés nécessaires et suffisantes pour étre des sémantiques dénotationnelles. En
corollaire, nous mettrons I’emphase sur I’obtention de sémantiques formelles exécutables, qui
fourniront donc, en passant, une implantation prototype de méme nature que les interprétes
classiques.

Apres un bref rappel des concepts des langages de programmation et leur réalisation dans
le langage de programmation Scheme, nous introduirons la sémantique dénotationelle en com-
mencant par le A-calcul. Nous verrons les techniques de base de la sémantique dénotationnelle
pour aborder ensuite les domaines et glisser sur les aspects plus théoriques donnant une justi-
fication & l'utilisation du formalisme. Enfin, nous développerons une bagage d’outils classiques
(le terme a la mode serait «patternsy) pour définir la sémantique de concepts réguliérement
rencontrés dans la plupart des langages. Nous terminerons enfin en appliquant l'approche
dénotationnelle & la définition de la sémantique des concepts de la programmation par objets.

! (est-a-dire ce qui concerne I’observance de régles comme la déclaration des variables avant leur utilisation
ou la congruence entre la liste des paraméters formels et la liste des paramétres réels lors de I’appel d’une
fonction ou d’une procédure.

2Pensons aux automates d’états finis, aux grammaires hors contexte et aux grammaires attribuées.

311 reste de la recherche & faire dans le domaine des approches formelles pour la définition de la sémantique
des langages de programmation...



Chapitre 2

Concepts des langages de
programmation en Scheme

Avant d’aborder la sémantique des langages de programmation, ce chapitre offre un rappel
des principaux concepts des langages. La présentation illustre ces concepts & 1'aide du langage
de programmation fonctionelle Scheme. Deux raisons justifient ce choix. D’une part, Scheme,
comme tous les langages fonctionnels, est basé sur le A-calcul et nous permet ainsi d’appréhen-
der de fagon pratique et progressive nombre de concepts et de phénomeénes que nous reverrons
plus formellement ensuite en A-calcul. D’autre part, également parce qu’il est fonctionnel,
Scheme nous offre un véhicule de mise en oeuvre de nos sémantiques dénotationnelles; il est
donc utile d’en rappeler les grandes lignes ici.

2.1 Concepts des langages de programmation

Sous des habillages trés variés, les langages de programmation sont en réalité fondés sur
un ensemble de concepts relativement petit. Trés t6t dans ’apprentissage des langages de
programmation, ’informaticien perspicace se rend vite compte que d'un langage & 1’autre,
bien que chaque langage ait sa personnalité propre en lien avec son domaine d’application,
plusieurs langages donnent l'impression de ne présenter, en grande partie, que des variations
plus ou moins similaires sur un théme connu. Cette impression est particuliérement prégnante
lorsqu’on reste dans le méme paradigme de programmation ; il y a une grande similarité entre
Pascal et C d’une part (perogrammation impérative) et entre Scheme et ML d’autre part
(programmation fonctionnelle).

L’informaticien chevronné saura reconnaitre ces similitudes comme des réalisations plus
ou moins différentes des mémes concepts de base : constantes, variables, expressions, énon-
cés, structures de contrdle, abstractions fonctionnelles et procédurales, etc. Le concepteur de
langages sait qu’un nouveau langage ne fait souvent que greffer quelques concepts nouveaux
autour de ce noyau dur. Dans cette section, nous faisons un bref rappel des principaux concepts
des langages de programmation. Pour plus de détails, le lecteur est référé aux livres classiques
de ce domaine [Set96].

Un langage de programmation est essentiellement un véhicule permettant d’exprimer la
solution & un probléme d’une maniére suffisamment précise pour en permettre I’exécution sur
un ordinateur. Il vise & fournir un modéle de calcul de plus haut niveau, plus facile & com-
prendre que celui du processeur et du langage d’assemblage. Cette facilité de compréhension
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p = e

e == nlet+e|le—elexelele
n u= nc|c

c w= 0]1]2[3|4[5|6]7]8]9

FiG. 2.1 — Grammaire des expression arithmétiques

vise a permettre :
1. D’écriture de programmes corrects,

2. lentretien de ce logiciel par des modifications successives visant & corriger les fautes de
programmation ou pour accomoder de nouveaux besoins des utilisateurs, et

3. laréutilisation de portions de programmes pour réaliser plus vite et de facon moins cotiteuse
de nouveaux programmes.

Un langage de programmation se définit en quatre grandes parties :
e Son vocabulaire, dont la reconnaissance est confiée & I’analyseur lexicographique.
e Sa syntaxe, dont la reconnaissance est confiée & I’analyseur syntaxique.

e Ses régles sémantiques, dont la vérification de leur observance est confiée & 1’analyseur
sémantique.

e Sa signification, dont la réalisation est obtenue par traduction du code de haut niveau vers
du code machine.

Le vocabulaire d’'un langage est constitué de constantes, de mots-clés, de symboles de ponc-
tuation, d’identificateurs, etc. Leur description est souvent donnée sous forme d’expressions
réguliéres. Des outils comme lex et flex transforment automatiquement une spécification des
unités lexicales d'un langage sous formes d’expressions réguliéres en un analyseur lexicogra-
phique.

La syntaxe d'un langage définit la forme des énoncés et des expressions. Formellement, sa
description est souvent donnée sous forme d’'une grammaire dite indépendante du contexte. La
notation la plus couramment utilisée pour définir une grammaire est la notation de Backus-
Naur, dont un exemple est donné 4 la figure 2.1. Des outils comme yacc et bison transforment
automatiquement une spécification de la syntaxe d’un langage sous forme d’une grammaire
en un analyseur syntaxique.

La sémantique statique d’un langage exprime un certain nombre de régles que doivent
observer les programmes pour étre considérés corrects. Typiquement, la congruence entre
paramétres réels et parameétres formels d'une fonction est une de ces régles (méme nombre
d’arguments a l’appel de la fonction qu’elle a de paramétres dans sa définition). De méme, la
concordance des types fait partie de la sémantique statique. Il existe une grande variété de
régles de sémantique statique, et par conséquent plusieurs outils sont utilisés pour la définir.
Un des plus courants sont les grammaires attribuées.

La sémantique dynamique d’un langage exprime la signification en terme de résultat du
programme lors de son exécution. Il existe plusieurs facons d’exprimer cette sémantique, les
plus courantes étant des descriptions en langage naturel et des implantations concrétes (com-
pilateur et/ou interpréte). Mais de plus en plus, on voit apparaitre des descriptions formelles,
dont la sémantique opérationnelle structurelle, la sémantique dénotationnelle et la sémantique
axiomatique.
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Un paradigme de programmation s’articule autour d’un modéle d’exécution des programmes
et propose tout a la fois une maniére de raisonner sur cette exécution et les moyens pour spé-
cifier un calcul (au sens large) correct. Par exemple, le paradigme impératif repose sur un
modeéle d’exécution ol 'ordinateur est vu comme une mémoire ayant un état courant et ou
un calcul est essentiellement une séquence d’instructions faisant progresser 1’ordinateur d’un
état & un autre. L’état initial contient (normalement) une représentation du probléme & ré-
soudre, alors que ’état final est présumé contenir une description de la solution recherchée.
Aujourd’hui, lorsqu’on parle de programmation impérative, on entend généralement program-
mation structurée. La programmation structurée a été inventée pour faciliter le raisonnnement
sur les programmes impératifs en forcant une structuration adéquate du flét d’exécution des
programmes. En particulier, les structures de contrdle dans la syntaxe de ces langages n’ont
généralement qu’un point d’entrée et un point de sortie, ce qui facilite grandement le raison-
nement sur 'ordre d’exécution des instructions.

Pour 'essentiel, nous supposons connus les principaux éléments constituant un langage :

e Constantes : nombres, caractéres, chaines de caractéres, pointeurs.
e Types de données structurés : tableaux, structures, listes, etc.
e Expressions : arithmétiques, booléennes, etc. Elles sont exécutées pour leur résultat.

e Fonctions : abstraction de I'expression, la fonction paramétrise et donne un nom a une
expression.

e Enoncés : affectation, boucles, alternatives, etc. Ils sont exécutés pour leurs effets sur les
données.

e Procédures : abstraction de 1’énoncé, la procédure paramétrise et donne un nom & une
(séquence d’) énoncé(s).

La notion de fonction et de procédure introduit une distinction entre leur définition et leur
exécution. La définition d’une fonction ou d’un procédure se compose d’un nom, d’une liste
de paramétres formels, d’un type de résultat pour la fonction et d’un corps. L’appel d'une
fonction (resp. d’une procédure) est une expression (resp. énoncé) particuliére se composant
d’un nom et d’une séquence de paramétres réels ; ’appel se réalise par ’activation de la fonction
(resp. procédure) de méme nom. L’activation comporte trois phases distinctes : le passage des
paramétres, 'exécution du corps, puis le retour au contexte d’appel qui inclut le retour du
résultat dans le cas de la fonction. On distingue trois méthodes principales pour le passage
de paramétres : 'appel par valeur, 'appel par référence et ’appel par nom. La premiére,
appel par valeur, passe une copie de la valeur a la fonction ou procédure appelée alors que
la seconde, appel par référence, passe l'adresse de I’emplacement mémoire ou se trouve la
valeur du paramétre réel. La troisiéme est plus complexe, puisqu’elle passe 1’expression &
exécuter pour obtenir la valeur du parameétre qui est généralement évaluée au besoin; la
principale difficulté est alors d’exécuter cette expression non dans le contexte de la fonction
(ou procédure) mais plutdt dans le contexte de son appel.

Par ailleurs, trois notions auront une importance majeure dans le reste du cours. Les deux
premiéres sont la portée et la durée de vie des identificateurs. La portée des identificateurs et les
constructions syntaxiques (fonctions, procédures, blocs, modules, objets, etc.) permettant de
la limiter sont & l’origine de plusieurs des problémes sémantiques que nous allons discuter. La
fonction et la procédure paramétrise un calcul et les identificateurs utilisés comme paramétres
formels et comme variables locales ont une portée qui se limite & I'intérieur de la fonction ou de
la procédure. Leur durée de vie différe cependant selon les langages. En Fortran IV, la durée de
vie des variables locales est I’exécution entiére du programme. En C et en Pascal, elle se limite
4 la durée de l’activation de la fonction qui les déclare et une nouvelle incarnation de chaque
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variable est créée pour chaque activation de la procédure (on dit qu’elles ont une durée de vie
dynamique). Cela permet la récursivité. Les langages comme Scheme et Smalltalk permettent
la création de fermetures capables de capturer les variables locales et pouvant étre retournées
comme résultat de la fonction. Ainsi, les variables ont une incarnation par activation mais
aussi une durée de vie illimitée. Ces phénoménes induisent des sémantiques différentes.

La troisiéme notion est celle de syntaxe abstraite. On distingue deux types de syntaxe
pour décrire un programme. La syntaxe concréte définit 1’agencement des unités lexicales
qui forment les énoncés et les expressions du langage. La syntaxe concréte sert uniquement
4 analyser les programmes pour déterminer s’ils sont correctement construits. La syntaxe
abstraite ne s’intéresse qu’a la structure du programme et permet de raisonner sur cette
derniére sans s’attacher & une forme extérieure précise. Par exemple, comment une expression
est formée de sous-expressions, celles-ci étant formées de 'application d’'un opérateur sur des
opérandes, ou d’un appel de fonction.! La syntaxe abstraite se définit sous forme d’arbres et
elle ne sert qu’a exprimer la structure des programmes et le type des constructions utilisées.

De facon générale, on utilise la syntaxe concréte pour analyser les programmes, et au cours
de l'analyse, on construit 'arbre de syntaxe abstraite représentant la structure du programme
analysé. L’arbre de syntaxe abstraite est ensuite utilisé pour les phases subséquentes du traite-
ment, c’est-a-dire I’analyse sémantique et la génération de code dans un compilateur. Lorsque
I'on veut parler de ’ensemble des structures de programme que 1’on peut écrire dans un lan-
gage, il est utile de parler de ’ensemble des arbres de syntaxe abstraite correctement formés.
Pour définir ’ensemble de ces arbres, on utilise des grammaires abstraites.?

2.2 Le langage Scheme

Le langage Scheme provient d’une rationalisation du langage Lisp, et la référence faisant
autorité demeure la norme de fait établie par le «Revised* Report on the Algorithmic Lan-
guage Scheme» |[CR91|. Nous n’en présenterons ici que les grandes lignes, référant le lecteur
a l'un des nombreux livres introduisant le langage [Cha96, par exemple, en frangais| pour son
apprentissage, et & la norme de fait pour les détails d’utilisation.

2.2.1 Eléments de syntaxe

Les constantes de base de Scheme sont assez traditionelles : entiers, réels, caractéres (par
exemple #\a), les booléens (#T, #F), les chaines de caractéres (par exemple "abc"), et les
symboles (identificateur précédé d’un symbole de citation «’» (en anglais quote), par exemple
abc). Le principal type de données structuré de Scheme est la liste. Une littéral de type liste
s’écrit comme une suite d’éléments entre parentheses le tout précédé d’une symbole de citation
(pour la distinguer d'une expression, voir tout de suite apres) :

’(1 2 3)
La liste vide, qui ne contient aucun élément, est une valeur particuliére qui s’écrit * ().

La syntaxe de Scheme démontre une grande régularité. Pour l’essentiel, Scheme est un
langage dont les programmes sont formés d’expressions d’application de fonction en notation

19l s’agit de raisonner sur l’effet sémantique d’un énoncé d’affectation, point n’est besoin de savoir que
Popérateur d’affectation du langage se présente extérieurement comme la séquence de caractéres :=.

2Cela est d’ailleurs source de confusion entre syntaxe abstraite et syntaxe concréte, puisqu’on utilise aussi
des grammaires pour définir cette derniére, mais alors il s’agit de grammaires concreétes.
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préfixée. Une expression est donc constituée d’un opérateur suivi de ses paramétres réels, le
tout entre parenthéses :

(+ 3 4)
La forme générale d’une expression Scheme est :
(E1 Es ... Ep)

ol 'expression F; représente un opérateur qui sera appliqué aux valeurs résultant de 1’éva-
luation des expressions Fs ... F,. L'ordre d’évaluations des expressions Fq Fs ... E, n’est pas
spécifié, mais toutes doivent avoir été évaluées avant l'application de la valeur de E; & ses
opérandes.

Cette syntaxe réguliére est adoptée dans ’ensemble du langage, y compris dans les struc-
tures de controle. Pour certaines structures de contréle cependant, on ne peut voir le symbole
en position d’opérateur comme étant une expression a évaluer ; dans ce cas, on parle de formes
spéciales. C’est le cas de la conditionnelle de Scheme, qui prend la forme :

(if P Ey E»)

ol P est une expression prédicative (dont le résultat est un booléen). Si P s’évalue & vrai (#T),
alors ’expression Fp est évaluée et son résultat devient le résultat de la forme entiére. Si P
s’évalue a faux (#F), c’est alors FEy qui est évaluée et son résultat qui devient le résultat de la
forme. Notons que if n’est pas une fonction au sens de Scheme car ses «arguments» ne sont
pas tous évalués (F; ou Es est évaluée, mais pas les deux).

La définition d’une nouvelle variable et sa liaison & une valeur sont réalisées par la forme
define. Par exemple, la création d’une variable x de valeur 10 et d’une fonction plus-grand
retournant le plus grand de ses éléments se réalisent par :

(define x 10)

(define (plus-grand x y)
(Aif > xy)
X

y))

L’énoncé d’affectation se présente également comme une forme spéciale introduite par le
symbole set ! :

(set! x 20)

a pour effet de modifier la valeur de la variable x créée précédemment qui vaudra maintenant
20. Notez que le caractére « !» (prononcez «bang») terminant le symbole set ! est normale-
ment utilisé en Scheme pour mettre 'emphase sur les effets de bords. Il est donc de bon aloi
de terminer le nom d’une fonction qui fait des effets de bords sur des variables globales ou sur
ses arguments par le caractére « !».

La fonction prédéfinie cons permet de construire une liste & ’exécution. La liste (1 2
3) s’obtient donc dynamiquement par 1’évaluation de ’expression (cons 1 (cons 2 (cons
3 2()))). Cette fonction joue un role particulier en Scheme puisqu’elle est la seule respon-
sable pour l'allocation dynamique de mémoire. Elle alloue ce que l'on appelle une paire, une
structure contenant deux champs : une valeur (traditionellement appelé car) et le champ
contenant le reste de la liste aprés la valeur du champ car (traditionnellement champ cdr,
prononcez «coudeur»).? Ne cherchez pas de fonction permettant de libérer I’espace en Scheme,

3Ces noms de champs viennent des noms des deux registres utilisés pour pointer sur ces deux éléments
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elle n’existe pas. Le modéle de mémoire de Scheme prévoit qu'un glaneur de cellules (GC) ré-
cupére automatiquement 1’espace alloué dynamiquement lorsqu’il devient inutile.

11 existe trois formes spéciales permettant d’introduire des liaisons de variables locales en
Scheme; elles sont introduites par let, let* et letrec. Toutes les trois ont la méme forme
générale (ici let) :

(let Liaisons E)

ou Liaisons est une liste de paires identificateur—expression de la forme (id; FEj). Ces trois
formes différent dans leur sémantique. Dans la forme let, les expressions de définitions des
variables sont toutes évaluées dans ’environnement externe au let, puis les variables sont liées
et 'expression E est évaluée dans l’environnement externe au let étendue de ces nouvelles
liaisons. Dans le let#*, chaque nouvelle liaison est ajoutée & ’environnement courant avant
d’évaluer ’expression de définition de la variable suivante. Dans le letrec, une expression
de définition d’une variable peut référer récursivement a une variable définie dans le letrec,
dans la mesure ol la valeur de cette variable n’est pas nécessaire pour obtenir la valeur de
Pexpression (surtout utile dans les A-expressions définie juste aprés).

Scheme posséde de nombreuses autres formes spéciales, et quantité de fonctions prédéfinies.
Le lecteur est invité & consulter le «Revised* Report on the Algorithmic Language Schemey
[CRI1| pour en connaitre la liste compléte.

2.2.2 Fonctions d’ordre supérieur

L’originalité des langages fonctionnels est leur traitement de la fonction comme entité de
plein droit, c’est-a-dire une entité qu’on peut créer & 1’exécution, ranger dans une variable,
passer en paramétre et retourner comme résultat d’une autre fonction. Ce traitement est a la
base de la puissance des langages fonctionnels.

Une fonction est créée par ’évaluation d’une forme spéciale appélée \-expression :
(lambda (z1 ... z,) E)

ol 1 ... T, sont les parameétres formels de la fonction et E son corps. Le résultat de I’évaluation
d’une telle forme est une fonction anonyme, en ce sens qu’elle n’a pas de nom. Elle est une
valeur manipulable comme les autres, ce qui permet par exemple d’écrire :

((if #T (lambda (x y) y) +) 3 4)

expression qui retourne 4. Notez en passant que 1’évaluation du symbole + a pour résultat la
fonction (anonyme!) d’addition qui, lorsqu’appliquée, retourne la somme de ses deux argu-
ments.

Une valeur fonctionnelle peut étre manipulée comme n’importe qu’elle autre valeur, et en
particulier passée en paramétre ou retournée comme résultat d’une autre fonction. Une fonc-
tion qui prend une autre fonction en parameétre est dite fonction d’ordre supérieur. La fonction
d’ordre supérieur la plus connue est la fonction map. Cette fonction prend deux paramétres :
une fonction f et une liste 1. map applique la fonction f & chacun des éléments de 1 et retourne
la liste des résultats correspondants.

(define (map f 1)
(if (null? 1)

de structure dans la premiére implantation de Lisp; ils désignent également les deux fonctions prédéfinies
permettant d’accéder respectivement au premier élément d’une liste et au reste d’une liste sans son premier
élément.
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()
(cons (f (car 1))
(map £ (cdr 1)))))

Par exemple, (map odd? (1 2 3 4 5 6)) donne (#T #F #T #F #T #F). En fait, la fonc-
tion map de Scheme est encore plus puissante puisqu’elle accepte une fonction f & n arguments
et n listes en entrée et retourne la liste des résultats obtenus en appliquant la fonction f aux
éléments correspondants des n listes. Par exemple, la fonction zip qui prend deux listes et
retourne une liste de paires contenant les éléments correspondants des deux listes s’écrit avec
map :

(define (zip 11 12)
(map (lambda (x1 x2) (coms x1 (coms x2 2()))) 11 12))

Par exemple, (zip >(1 2 3) ’(4 5 6)) donne ((1 4) (2 5) (3 6)). Deux autres fonc-
tions d’ordre supérieur jouent un réle important en programmation fonctionnelle : fold et
scan. De fait, pour fold il faut plutot parler de deux fonctions : foldl et foldr. La fonction
fold prend une fonction & deux arguments, une liste et un élément de départ, et retourne le
résultat de I'application (progressive) de la fonction entre tous les éléments de la liste. foldl
prend les éléments de la liste successivement de gauche & droite alors que foldr les prend de
droite & gauche :

(define (foldl f a 1)
(if (ull? 1)
a
(foldl f (f a (car 1)) (cdr 1))))

(define (foldr f a 1)
(if (ull? 1)
a
(f (car 1) (foldr f a (cdr 1)))))

Par exemple, (foldl (lambda (x y) (+ x y)) 0 >(1 2 3)) donne 6, c’est-a-dire la somme
de tous les éléments dans la liste. La fonction scan applique I’équivalent d’'un foldl et produit
comme résultat la liste de tous les résultats intermédiaires :

(define (scan f a 1)
(if (null? 1)
(list a)
(cons a (scan f (f a (car 1)) (cdr 1)))))

Par exemple, (scan (lambda (x y) (+ x y)) 0 >(1 2 3)) donne (0 1 3 6).

Comme nous ’avons souligné, les fonctions d’ordre supérieur sont en grande partie & ’ori-
gine de la puissance des langages fonctionnels. Celles que nous avons vues ici concernent
I’application de fonctions aux éléments d’une structure de données de type liste. Elles sont
aisément modifiables pour traiter toutes sortes de structures de données récursives, dont des
arborescences. Si on considére par exemple un type de données arbre de syntaxe abstraite
telle que produit par la partie frontale d’'un compilateur, il devient possible de décomposer
un traitement sur cet arbre en deux parties : une partie parcours de l'arbre réalisée par une
fonction d’ordre supérieur de type «maparbre» et une fonction qui s’applique & chaque noeud
de cet arbre. Des compilateurs entiers sont réalisés de cette maniére qui rend le traitement
des noeuds indépendants de la forme précise de la structure de données arborescente. Les ité-
rateurs maintenant bien répandus dans les langages & objets doivent beaucoup aux fonctions
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d’ordre supérieur. En fait, objets et fonctions d’ordre supérieur sont deux approches différentes
pour réaliser I’abstraction de données, objectif fondamental en programmation.

Fermetures

La manipulation des fonctions comme des entités de plein droit n’est pas sans conséquence
sur notre conception méme de ce qu’est un fonction en tant qu’entité informatique. Considérons
la création de fonction & l’exécution en Scheme (sans affectation) pour mieux fixer les idées. En
Scheme, la forme syntaxique lambda permet d’écrire des expressions de création d’abstraction.
La fonction créée par 'expression :

(lambda (a b c) (- (x b b) (x4 (x a c))))

est nulle autre que celle calculant le discriminant d’un polynéme du second degré de coefficients
a, b et c. L’exécution de cette expression crée la fonction. Nous remarquons immeédiatement
que Scheme impose que le code de la fonction soit explicitement donné lors de I'écriture du
programme. Il n’est pas possible d’écrire une expression (lambda (a b c) x) oll x représen-
terait une expression forgée a ’exécution. Cette restriction permet de compiler le code des
formes lambda, comme n’importe quel autre code; lors de ’exécution il ne restera plus qu’a
créer la fonction comme telle, ce qui va nécessiter, comme nous allons le voir immédiatement
de la lier & son contexte de création.

Scheme utilise la portée lexicale des variables. Ses trois principales formes de liaison de
variables, let, let* et letrec, utilisent cette approche a la visibilité des identificateurs. Mais
dans les trois cas, il s’agit de «sucre syntaxique», puisque ces trois formes peuvent étre trans-
formées en application de fonction :

(let ((x1 e1) ... (x, e,)) e)

se transforme en

((lambda (x1; ... x,) €) e ... ep)
alors que
(let* ((x1 e1) ... (x, epn)) e)

se transforme en
((lambda (x1) ... ((lambda (x,) e) e,) ...) e1)
et finalement
(letrec ((x1 e1) ... (x, en)) e)
se transforme en
((lambda (x7; ... x,) (set! x; e1) ... (set! x, e,) €) 7x ... 7x%)

Dans chaque cas, nous en sommes donc réduits a étudier la liaison d’une variable & une
valeur par le passage de parameétre lors de l'application d’une fonction. La portée lexicale
impose donc que toute variable libre dans une fonction est définie par la liaison apparaissant
le plus proche syntaxiquement dans les blocs lexicaux englobant. Les blocs lexicaux de Scheme
sont les formes liant des variables donc les formes lambda ainsi que, par sucre syntaxique, let,
let* et letrec. Dans 'extrait de programme suivant :

(let ((x 10) (y 20)) ((lambda (x) (+ x y)) 100))

La forme let introduit deux liaisons pour les variables x et y et forme le bloc lexical
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englobant pour son corps. Ce corps est formé d’une application du résultat d’'une \-expression
a la valeur 100. Cette A-expression introduit une nouvelle liaison pour la variable x qui, par
le passage de paramétre est liée & 100. La variable y du corps de la fonction est libre dans
la A-expression ; la liaison utilisée pour trouver sa valeur est donc celle introduite par le bloc
lexical englobant, donc le 1let liant y & 20. Le résultat de I’expression est finalement 120.

De cet exemple, il apparait clairement qu’une fonction doit étre exécutée dans ’environ-
nement de définition de cette fonction. Comment retrouver cet environnement ? L’idée est de
capturer dans la représentation de la fonction son environnement de définition. Cette représen-
tation de la fonction est justement appelée fermeture, car les variables libres de la fonction sont
liées dans I’environnement de définition ; la fermeture est donc compléte en ce qui concerne
les liaisons de variables.

2.2.3 Style passage de la continuation

Considérons la fonction factorielle récursive bien connue :

(define fact
(lambda (n)
(if (zero? n)
1
(* n (fact (- n 1))))))

Il est possible d’utiliser une dérivation pour décrire le calcul réaliser par fact, par exemple
sur le paramétre réel 4 :

(fact 4)

= (% 4 (fact 3))

= (x 4 (% 3 (fact 2)))

= (x4 (x 3 (x 2 (fact 1))))

= (x4 (3 (x2 (x1 (fact 0)))))
= (x4 (x3 (x2 (x11))))

= (x4 (x 3 (x21)))

= (x4 (x 32))

= (* 4 86)

= 24

Chaque appel & la fonction fact se fait dans un contezte. Si on considére le calcul de (fact
0), il se fait dans le contexte (* 4 (x 3 (*x 2 (* 1 [0)))) ou [l représente 'expression (fact
0) ou plus précisément la valeur attendue par le contexte comme résultat de ’expression (fact
0). Un contexte se représente facilement sous la forme d’une A-expression :

(lambda (v) (¥ 4 (* 3 (*x 2 (x 1 v)))))

ou le paramétre v représente la valeur & insérer dans le contexte et ou l'application de la
fonction ainsi créée revient & relancer ’exécution du contexte. Soit k cette A-expression, elle
permet de traduire Iexpression (* 4 (* 3 (¥ 2 (¥ 1 (fact 0))))) en (k (fact 0)). De
fait, si nous généralisons, chacune des lignes ci-haut contenant un appel & fact sous la forme
(k (fact n)) avec les valeurs de k£ et n appropriée. Cette forme nous permet d’introduire
une nouvelle définition de fact en style passage a la continuation (ou CPS pour continuation-
passing style). Le style passage a la continuation est basé sur I'introduction de la continuation
comme un parameétre explicite de chaque fonction, sur le fait de passer le résultat de la fonction
directement & la continuation lorsque ce résultat est obtenue par exécution d’une expression et
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sur le fait de construire une nouvelle continuation a chaque fois qu’on appelle une fonction pour
poursuivre le calcul. La fonction fact-cps prend donc un paramétre k pour la continuation
explicite et gére explicitement cette continuation dans son corps :

(define fact-cps
(lambda (n k)
(if (zero? n)
(kx 1)
(fact-cps (- n 1) (lambda (v) (k (* n v)))))))

Il est intéressant de noter que la transformation d’un programme en style direct (normal)
en style passage a la continuation est automatisable. Mais qu’est-ce donc qu’une continuation ?
Est-ce une simple fonction ?

Pour répondre a cette question, considérons une nouvelle forme de procédure appelée pro-
cédure d’échappement. Une procédure d’échappement est simplement une procédure dont le
résultat, lorsqu’elle est appelée devient le résultat de ’ensemble du calcul en cours. Soit par
exemple une procédure d’échappement echappe-* qui réalise la multiplication de ses argu-
ments. Le résultat de 'expression :

(+ 2 (x 3 (echappe-* 4 5)))

est donc 20 puisque la multiplication de 4 et 5 donne 20 et, puisque echappe-* est une
procédure d’échappement, le reste du calcul est tout simplement ignoré.

Par définition, une continuation est un contexte représenté par une procédure d’échappe-
ment. Plus généralement, en tout point de programme, la continuation représente le reste de
I’exécution du programme en ce point. Dans les implantations que nous avons vus jusqu’a
maintenant, la continuation est représentée par la pile d’éxécution. En effet, examinons ’ac-
cumulation des continuations intermédiaires dans le calcul de (fact-cps 3 ik) ou ik est la
continuation identité représentée par a procédure d’échappement (lambda (v) v). Par déri-
vation, on obtient :

(fact-cps 3 (A\v. v))

= (fact-cps 2 (A\v. ((A\v. v) (* 3 v))))

= (fact-cps 1 (Av. ((Av. ((Av. v) (x 3 v))) (*x 2 v))))

= (fact-cps 0 (Av. ((Av. (v, (v, v) (x 3v))) (x 2v))) (x1v))))
= (Qwv. (QAv. (v, (v, v) (x 3 v))) (x 2 v))) (x1v))) 1)
= (Qv. (QAv. ((Av. v) (x 3 v))) (x 2v))) (x11))

= (Qwv. (Qv. (v, v) (x 3 v))) (x 2v))) 1)

= (. (Qwv. v) (x 3 v))) (x 2 1))

= (v, (Qv. v) (x 3 v))) 2)

= ((A\v. v) (* 3 2))

= ((Av. v) 6)

= 6

L’imbrication des continuations successives fait clairement apparaitre la discipline de pile.
Le fait est que les continuations peuvent étre représentées par des procédures d’échappement
ou comme des structures de données. Dans ce second cas, elles sont représentées par un enchai-
nement de blocs d’activations attendant un résultat et représentant le point de programme ou
le calcul doit reprendre dans la fonction avec le résultat requ de 'appelé.

Le principal intérét du style de programme en passage & la continuation est le fait qu’il
rende explicite le séquencement de tous les calculs. Chaque opération apparait alors explicite-
ment avec son contexte d’exécution qui attend son résultat avant de poursuivre le calcul avec



2.3 Meta-interpréte pour Scheme 16

la prochaine opérations. Par exemple, les langages de programmation laissent la plupart du
temps non-spécifié 'ordre d’évaluation des paramétres réels lors d’un appel de fonction. En
style passage & la continuation, 'ordre d’evaluation doit apparaitre explicitement. Ce facteur
est d’ailleurs la raison pour laquelle la forme CPS est parfois utilisée comme forme intermé-
diaire faisant apparaitre I’ensemble du flét de contréle explicitement. Par contre, toute cette
information devenue explicite rend les programmes trés lourds, ce qui limite une utilisation
de ce style dans les programmes écrits par les humains (et non générés automatique par une
transformation comme dans le cas de la forme intermédiaire dans les compilateurs).

L’utilisation du concept de continuation ne se limite pas au style passage a la continuation.
Plutét que de les faire apparaitre ainsi, un langage peut fournir des primitives permettant
de capturer la continuation courante en un point de programme et de les invoquer par la
suite. Le principal intérét d’une telle manipulation des continuations réside dans la capacité
qu’elle donne d’exprimer toutes sortes de structure de contrdle. En particulier, elles ont été
utilisées pour modéliser les structures de contrble courantes comme ’alternative et l'itération
mais aussi des structures de contréle quasi-paralléle comme 1’échappement lors d’erreur ou les
coroutines. D’un point de vue puissance d’expression mais aussi de difficulté d’implantation,
on distingue deux types de continuations : les continuations & durée de vie dynamique et les
continuations & durée de vie illimitée.

Les continuations & durée de vie dynamique ne sont invocables que si elles sont encore
présentes dans la pile, c’est-a-dire qu’elles ne sont invocables que dans la fonction qui les a
capturées ou dans une fonction appelée par celle-ci. Les continuations & durée de vie illimi-
tée peuvent étre invoquées & tout moment durant l'exécution d’un programme. Si on voit
une continuation comme une pile d’exécution, la durée de vie illimitée force I'implantation &
conserver une copie de toute la pile capturée, qui peut étre réinstaurée a tout moment. Elles
sont donc beaucoup plus difficiles & implanter efficacement que les continuations a durée de
vie dynamique qui n’exige pas ce type de copie.

Scheme propose une fonction prédéfinie appelée call-with-current-continuation, sou-
vent abrégée en call/cc, qui permet de capturer la continuation courante a durée de vie illi-
mitée. Outre les fonctions, I’habileté de Scheme & manipuler la continuation également comme
une entité de plein droit en fait un langage d’une puissance sans aucune commune mesure
avec ’économie de concept dont il fait preuve. Scheme symbolise une tendance particuliére en
conception de langages de programmation qui vise petit mais puissant.

2.3 Meta-interpréte pour Scheme

Scheme est un Imangage puissant et concis. Il se caractérise par une économie des concepts
tout en préservant une trés large spectre dans leur complexité. Retenons par exemple les
fonctions et les continuations comme entité de plein droit. Sa mise en oeuvre a donc fait
l'objet de nombreuses études oil sa concision est mise & profit pour explorer de nouvelles
approches d’implantation de ses puissants concepts.

Dans cette section, nous allons briévement présenter un petit interpréte d’un sous-ensemble
fonctionnel pur de Scheme. Cet interpréte a la particularité d’étre méta-circulaire, ce qui
veut simplement dire qu’il est capable de s’interpréter lui-méme (aprés tout, il est aussi un
programme Scheme!). Nous ne pourrons qu’effleurer ici le sujet de la mise en oeuvre de
Scheme. Friedman, Wand et Haynes [FWH92| proposent une introduction & la mise en oeuvre
des langages a la portée de tout étudiant de second cycle en informatique. Queinnec [Que94]
a produit une remarquable bible sur la mise en oeuvre non seulement de Scheme mais aussi
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d’une couche objet pour Scheme; tout étudiant de troisiéme cycle intéressé par la mise en
oeuvre des langages de programmation (impératifs, fonctionnels ou a objets) se doit d’avoir
assimilé ce livre.

L’écriture d’un méta-interpréte, ou plus généralement d’un interpréte, pour un langage est
une des méthodes bien connues pour définir une sémantique opérationnelle. Cette approche,
trés en vogue dans les années '70 et ’80, est maintenant supplantée, dans la mesure du possible,
par des approches plus formelles. Elle va néanmoins nous servir d’introduction & la mise en
oeuvre des concepts les plus simples et la similarité de Scheme et du A-calcul va préparer notre
passage a la sémantique dénotationnelle.

La structure d’un interpréte peut varier, mais I’approche la plus courante consiste a coller &
la structure syntaxique du langage. On dit alors que la structure de I'interpréte est dirigée par
la syntaxe, ce qui est aussi une caractéristique de la plupart des approches formelles. Notre
sous-ensemble de Scheme ne reconnait que neuf formes syntaxiques : deux expressions de base
(constantes et variables), ’appel de fonction (ou expression standard), et six formes spéciales
(quote, if, cond, let, let*, et lambda).

Le coeur de l'interpreéte est donc constitué de la fonction d’aiguillage val dont le role consiste
4 identifier la forme syntaxique de ’expression courante et, cette identification faite, d’appeler
une fonction appropriée a ’expression en question. La fonction val prend deux parameétres :
une expression courante et un environnement de liaison des variables.

(define val
(lambda (exp env)

(cond ((constant? exp) (val-constant exp env))
((quote? exp) (val-quote exp env))
((variable? exp) (val-variable exp env))
((if? exp) (val-if exp env))
((cond? exp) (val-cond exp env))
((let? exp) (val-let exp env))
((let*? exp) (val-let* exp env))
((lambda? exp) (val-lambda exp env))

((application? exp) (val-application exp env))
(else (error "expression inconnue:" exp)))))

Nos programmes sont représentés par des listes Scheme. Nous allons donc nous servir des
fonctions prédéfinies de Scheme pour identifier les constantes (ici uniquement les nombres) et
les variables représentées par des symboles.

(define constant? number?)

(define variable? symbol?)

Les formes spéciales se présentent comme des listes possédant toutes un identificateur
particulier en position d’opérateur. Les prédicats chargés de les identifier peuvent donc se
contenter de comparer le symbole en premiére position dans la liste. Nous introduisons donc
une fonction starts-with? comparant un symbole avec le premier élément d’une liste, que
nous utilisons ensuite dans les prédicats d’identification des formes spéciales :

(define starts-with?
(lambda (exp symbol)
(and (pair? exp) (equal? symbol (car exp)))))
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(define quote? (lambda (exp) (starts-with? exp ’quote)))
(define if? (lambda (exp) (starts-with? exp ’if)))
(define cond? (lambda (exp) (starts-with? exp ’cond)))
(define let? (lambda (exp) (starts-with? exp ’let)))
(define let*? (lambda (exp) (starts-with? exp ’let*)))

(define lambda? (lambda (exp) (starts-with? exp ’lambda)))

L’application est alors une liste (une paire) ne débutant pas par 'un des identificateurs
précédents. Si ’on tient compte de 'ordre dans lequel on applique les prédicats, en placant le
test pour ’application & la fin, il suffit de vérifier que ’expression est bien une liste.

(define application? pair?)

Une forme interne & l'interpréte est introduite pour représenter les fermetures. Ces formes
se composent du symbole closure en premiére position suivi de la A-expression et de 1’envi-
ronnement de définition de cette fonction.

(define closure? (lambda (exp) (starts-with? exp ’closure)))

Muni de ces prédicats nous permettant d’identifier les différentes formes syntaxiques dans
notre représentation sous forme de liste, nous pouvons maintenant passer aux fonctions d’éva-
luations de ces différentes formes.

Les formes constantes et citation sont les plus simples. La valeur d’une constante est cette
constante méme, alors que la valeur d’une forme citation est simplement la forme citée.

(define val-constant
(lambda (exp env)
exp))

(define val-quote
(lambda (exp env)
(cadr exp)))

Pour définir I’évaluation d’une forme variable, il nous faut en dire un peu plus sur la
représentation de notre environnement. Nous choisissons d’utiliser les listes d’associations
prédéfinies en Scheme, c’est-a-dire une liste de paires identificateur—valeur. L’avantage de
cette représentation est que nous disposons de fonctions prédéfinies (assoc) pour les traiter.

Nous définissons donc deux fonctions : bind créant une liaison identificateur—valeur et
bind-all capable de lier, un & un, une liste d’identificateurs et une liste de valeurs (en positions
correspondantes) :

(define bind
(lambda (var value env)
(cons (list var value) env)))

(define bind-all
(lambda (vars values env)
(append (map list vars values) env)))
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On notera dans les deux cas que les nouvelles liaisons sont ajoutées au début de la liste
d’associations, ce qui nous permettra d’étendre l’environnement par masquage des liaisons
précédentes, comme on 'attend d’'un langage a portée lexicale.

La valeur d’une forme variable est donc la plus récente liaison de cette variable dans la liste
d’association servant alors d’environnement courant.

(define val-variable
(lambda (exp env)
(let ((found (assoc exp env)))
(if (pair? found)
(cadr found)
(error "unknown variable:" exp)))))

La valeur d’une forme conditionnelle est directement réalisée a 1’aide de la conditionnelle
de Scheme :

(define val-if
(lambda (exp env)
(if (val (cadr exp) env)
(val (caddr exp) env)
(val (cadddr exp) env))))

Les puristes noteront ici, comme en d’autres endroits de cet interpréte, que ’ordre d’éva-
luation du langage de définition devient alors I'ordre d’évaluation du langage défini. Une fagon
d’éviter ce probléme serait de réécrire tout l'interpréte en style passage de la continuation.*

La forme cond est traitée en deux temps. D’abord, la fonction val-cond extrait la liste des
paires conditions-expressions de la forme cond, puis elle appelle la fonction val-cond-r qui
sera chargée de traiter une & une ces paires :

(define val-cond
(lambda (exp env)
(val-cond-r (cadr exp) env)))

La fonction val-cond-r explore récursivement la liste des paires une & une. Elle extrait la
condition et le conséquent, puis teste si la condition est le mot-clé else; si oui, elle exécute le
conséquent dont le résultat devient le résultat de la forme. Si la condition n’est pas else, il
faut évaluer la condition, et selon qu’elle est vraie ou fausse, on exécute le conséquent courant
ou on passe au reste de la liste des paires conditions-expressions :

(define val-cond-r
(lambda (exps env)
(letx ((exp (car exps))
(condition (car exp))
(consequent (cadr exp)))
(if (equal? condition ’else)
(val consequent env)
(if (val condition env)
(val consequent env)
(val-cond-r (cdr exps) env))))))

Le traitement de la forme let réalisé par la fonction val-let consiste & récupérer la liste

‘Pourquoi ?
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des variables définies par la forme, puis la liste des expression associées. Les expression sont
évaluées dans l’environnement de départ pour donner la liste de valeurs values. Un nou-
vel environnement new-env est alors obtenu en liant les variables & ces valeurs; ce nouvel
environnement sert enfin & évaluer I'expression formant le corps du let :

(define val-let
(lambda (exp env)
(let* ((vars (map car (cadr exp)))
(exprs (map cadr (cadr exp)))
(values (map (lambda (e) (val e env)) exprs))
(new-env (bind-all vars values env)))
(val (caddr exp) new-env))))

Pour la forme letx, le traitement est légérement différent. La fonction val-let* défére &
la fonction val-let*-env le soin de calculer ’environnement obtenu & partir des liaisons et
se contente alors d’évaluer le corps de la forme let* dans ce nouvel environnement :

(define val-let*
(lambda (exp env)
(val (caddr exp) (val-let*-env (cadr exp) env))))

La fonction val-let*-env procéde de fagon récursive en traitant la liste des liaisons. Pour
chaque liaison, elle évalue d’abord I’expression dans I’environnement calculé & partir de I’envi-
ronnement extérieur a la forme étendu de toutes les liaisons traitées depuis le début de la liste.
Lorsque la liste de liaisons est épuisée, I’environnement obtenu contient toutes les liaisons des
variables de la forme :

(define val-let*-env
(lambda (pairs env)
(if (null? pairs)
env
(let ((new-env (bind (caar pairs) (val (cadar pairs) env) env)))
(val-let*-r (cdr pairs) new-env)))))

L’évaluation de la forme lambda est relativement simple. Il s’agit de créer une fermeture,
c’est-a-dire une liste débutant par le symbole ’closure et qui contiendra la A-expression et
I’environnement courant, soit ’environnement de définition de la fonction :

(define val-lambda
(lambda (exp env)
(1ist ’closure exp env)))

L’application est plus complexe. Une application demande d’abord a évaluer ’expression
en position fonctionnelle, ce qui doit retourner une fermeture ou une procédure primitive &
appliquer, puis les paramétres réels de 'appel (actuals). Deux types de fonctions sont prévues
par notre méta-interpréte : les procédures primitives (connues dés le départ) et les fermetures
(créées par les formes lambda) :

(define val-application
(lambda (exp env)
(let ((op (val (car exp) env))
(actuals (map (lambda (x) (val x env)) (cdr exp))))
(cond ((procedure? op) (apply op actuals))
((closure? op) (apply-lambda op actuals))
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(else (error "val-application: on'" exp))))))

Les procédures primitives sont appliquées par une fonction auxiliaire apply, alors que les
fermetures sont appliquées par la fonction apply-lambda. La fonction apply-lambda regoit
la fermeture et les paramétres réels évalués. Elle récupére ’environnement de définition de la
lambda, qu’elle étend par les liaisons des parameétres formels aux parameétres réels (passage
par valeur) pour ensuite évaluer le corps de la lambda dans ce nouvel environnement :

(define apply-lambda
(lambda (clos actuals)

(let* ((lam (cadr clos))
(def-env (caddr clos))
(formals (cadr lam))
(body (caddr lam))
(new-env (bind-all formals actuals def-env)))

(val body new-env))))

Exercices

1. Introduire la notion de bloc d’activation dans le méta-interpréte Scheme en voyant les
valeurs des arguments d’une fonction comme un vecteur et les références & ces arguments
comme un déplacement dans ce vecteur.

2. Introduire la forme spéciale «set !» au méta-interpréte.

3. Transformer le méta-interpréte en style passage de la continuation (CPS).



Chapitre 3

Le A-calcul

Notre objectif est de munir des langages de programmation d’une sémantique formelle.
Pour cela, il faut exprimer cette sémantique a 1’aide d’une certaine notation. Pourtant, s’en
remettre & une tierce notation fait en sorte que la définition n’est pas plus formelle que cette
derniére. Dans 'approche opérationnelle que nous avons introduite au chapitre 2 avec notre
méta-interpréte pour Scheme, la notation utilisée pour définir la sémantique de Scheme est
assez singuliére puisque c’est Scheme lui-méme! Cette auto-définition est souvent utilisée en
informatique, et elle se préte & plusieurs applications, dont un test de puissance expressive du
langage et la construction d’interprétes ou de compilateurs par la technique d’auto-amorcage.

La sémantique dénotationnelle utilise plutot le A-calcul comme notation pour écrire les
fonctions et les domaines, sur lesquels nous reviendrons plus loin, comme «structures de don-
néesy. Pourquoi le A-calcul nous fournit-il une base plus solide que Scheme, Lisp, ou un autre
langage? En fait, le A-calcul est lui-méme fondée sur une sémantique formelle. L’utilisation
de cette notation procéde donc d’un stratagéme bien connu en mathématique (et en infor-
matique!) qui consiste & construire une théorie par couches successives, passant de concepts
fondamentaux qui permettent de dériver formellement des concepts plus complexes, et ainsi
de suite jusqu’a ’obtention de la théorie désirée.

3.1 Fondements

En théorie des ensembles, une fonction est définie par son graphe qui exhibe son compor-
tement entrée/sortie. Par exemple, une fonction unaire est définie par un ensemble de paires,
ou chaque paire contient une valeur d’argument dans sa premiére composante et le résultat
correspondant dans sa seconde composante. On peut généraliser ce schéma & des fonctions &
n arguments en utilisant un n-tuple de valeurs pour représenter les arguments de la fonction.
Par exemple, la fonction d’addition sur les entiers naturels se défini par :

{((0,0),0),((0,1),1),...,((1,1),2), ...}

Ce genre de définitions dites extensionnelles, méne naturellement & une théorie des fonctions
qui inclut une notion d’égalité extensionnelle selon laquelle deux fonctions sont égales si et
seulement si elles ont le méme graphe.

L’approche extensionnelle, quoique satisfaisante pour raisonner théoriquement sur les fonc-
tions, est de peu d’intérét lorsqu’il s’agit d’aborder le calcul des fonctions, que ce soit théo-
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riquement en calculabilité, ou pratiquement en informatique. Pour aborder ces notions, il
faut pouvoir définir une fonction en terme d’un algorithme ou d’une régle décrivant comment
calculer un résultat & partir des arguments. Deux fonctions sont alors égales si elles sont dé-
finies par les mémes régles (ou des régles équivalentes), ce qui introduit une notion d’égalité
intensionnelle.

Plusieurs formalismes ont été proposés pour définir les fonctions en termes de régles de
calcul; le A-calcul est 'un de ceux-la, mais un autre formalisme bien connu en informatique
est la machine de Turing. Le A-calcul est plus précisément un systéme formel ol une fonction
est exprimée en termes de régles de correspondance entre arguments et résultat. Un systéme
formel se décline selon trois principaux aspects :

Notation : une syntaxe permettant de contruire les termes qui, dans le cas du A-calcul re-
présentent les régles de calcul. Elle consiste en deux parties : les symboles (alphabet) et
la syntaxe des termes eux-mémes, définie par une grammaire.

Théorie : un ensemble d’axiomes et de régles permettant de relier les termes entre eux ce
qui, dans le cas du A-calcul, permet de raisonner sur une forme d’équivalence entre les
termes liée & une notion de calcul. Une théorie comprend un certain nombre de théorémes
donnés, appelés axiomes, et un ensemble de régles d’inférence qui permettent de dériver
de nouveaux théorémes a partir des théorémes préalablement obtenus.

Modéles : une sémantique mathématique dont on va munir le systéme. Le but d’un modéle
est de donner une signification aux termes. Une interprétation est utilisée pour définir
la valeur que chaque terme dénote. Si tous les théorémes d’une théorie sont valides selon
Iinterprétation, alors celle-ci fournit un modéle pour la théorie.

Outre le A-calcul, des systémes formels familiers sont le calcul propositionnel et le calcul
des prédicats du premier ordre en logique mathématique. Si les notions de notation et de
théorie sont généralement bien connues, celle de modéle peut étre moins familiére. Un exemple
d’interprétation en logique propositionnelle est l'attribution d’une valeur de vérité, vrai ou
faux, a chaque proposition ; une interprétation est alors un modéle si toutes les propositions
valides selon la théorie ont pour valeur de vérité vrai dans l'interprétation.

Pour le A-calcul, le notion de modéle est plus complexe et fait appel a des dénotations qui
ne sont pas de simples ensembles. En fait, I’'une des approches pour construire un modéle du A-
calcul consiste a utiliser la théorie des domaines, aussi utilisée en sémantique dénotationnelle.
Nous reviendrons donc sur ce modéle du A-calcul plus loin.

3.2 Syntaxe des \-termes

L’ensemble A des termes du A-calcul, aussi appelés A-termes, est constitué de mots formés
& partir de 'alphabet suivant :

variables  x,y,z, ...

A

7

(,) parentheses
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La syntaxe des termes du A-calcul est donnée par la grammaire suivante :

terme = variable
| Avariable . terme abstraction
| (terme terme) application
variable ==z | y | z...

La seconde forme des termes est appelée abstraction car elle permet de créer des fonctions,
alors que la troisiéme est appelée application car elle permet d’appliquer une fonction, repré-
sentée par le premier terme entre parenthéses, & un argument. Par exemple, z, (zy) et Az.x
sont des \-termes.

La grammaire précédente engendre un ensemble de termes que 1’on peut aussi définir in-
ductivement par :

Définition 3.1 (A-termes)

L’ensemble des A-termes est le plus petit ensemble A tel que :
1. x € A, pour x variable

2. siM € A, alors \e.M € A

3. si M|N € A, alors (M N) € A

Cette définition récursive permet de construire ’ensemble A par un calcul de point fixe
qui consiste & initialiser A & ’ensemble des variables, puis & appliquer répétitivement les
régles d’abstraction et d’application pour construire de nouveaux termes a partir des termes
précédents. A la limite, ce processus convergence vers ’ensemble cherché.

Le fait que la syntaxe ci-dessus limite les fonctions a n’avoir qu'un seul argument n’est
limitatif qu’en apparence. En fait, on doit & Schonfinkel 1’idée popularisée ensuite par Curry
qu’une fonction & plusieurs arguments peut s’écrire en une succession de fonctions en un
argument. Par exemple, une fonction & deux arguments pour additionner deux nombres peut
s’écrire : Az .(Ay.((+x)y). On dit alors que la fonction & plusieurs arguments est écrite sous
forme currifiée, une forme qui revient & prendre un argument a la fois.

Le symbole A joue ici un roéle similaire aux symboles 3 et V du calcul des prédicats du
premier ordre, ou encore a la notation [ ...dx en calcul intégral, c’est-a-dire qu'il agit pour
délimiter la portée d’une variable dans un terme. Une variable bornée par le symbole A\ dans
un terme est dite liée. On définit inductivement l’ensemble des variables liées dans un terme
par la fonction VB : A — P(Variable)* :

VB(zx) = ©
VB(Ax.M) = VB(M)U{z}
VB(MN) = VB(M)UVB(N)

De maniére similaire, on définit I’ensemble des variables non-liées, ou libres, par la fonction
VL:A— P(Variables) :

VL(z) = {«}
VLOAz.M) = VL(M) - {z}
VL(M N) = VL(M)UVL(N)

'Pour un ensemble E, P(E) est ’ensemble des sous-ensembles de E.
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Un terme qui ne posséde pas de variables libres est appelé combinateur et 'ensemble de
tous les combinateurs est noté A°.

Syntaxiquement, une derniére entité s’avére utile dans le traitement subséquent de A-
termes : les contertes. Un contexte est essentiellement un terme avec un «trou» qui pourra
étre rempli avec un (autre) terme :

Définition 3.2 (contextes)

L’ensemble des contextes est le plus petit ensemble C|| tel que :
1. = € CJ[], pour toute variable x

2. [] € Cll

3. si C1[],Co[] € CJ] alors (C1[] C2[]), Az.Ci]] € CJ].

Le «remplissage» du «trou» dans un contexte C|[| est le remplacement systématique du
trou [] par un terme t, ce qui est noté C[t]. Par exemple, soit le contexte ¢ = Az.[|z, alors
cAy.y] = Az.(Ay.y)z. Il est important de noter que si un terme M a des variables libres, ces
variables peuvent devenir liées dans un certain contexte. On dit alors que ces variables ont été
capturées.

L’opération de substitution consiste a remplacer une variable libre z € VL(M) dans un
terme M par un autre terme N ; elle est notée M|z := N]|. Cette opération est analogue au
«remplissage» d’un trou dans un contexte et souléve le méme probléme de capture potentielle
des variables. Si le terme NN contient des variables libres, il convient d’éviter leur capture lors
de la substitution.

Plusieurs approches ont été proposées pour circonscrire la capture lors des substitutions.
L’approche classique de Church fait appel & un remplacement des variables liées lorsqu’elles
entrent en conflit avec des variables libres du terme & substituer. Par exemple, dans la sub-
stitution (Ay. (y x))[z := y|, la variable y que 'on veut substituer & x va étre capturée par
le paramétre y de la fonction interne. Mais dans le terme Ay. (y x), le nom de variable y est
immatériel. Nous aurions tout aussi bien pu écrire A z.(z z) sans changer la signification du
terme. Ceci nous meéne a la notion de changement de variables liées et d’a-congruence :

Définition 3.3 (changement de variable liée)

M’ est obtenu de M par un changement de variable liée si M = C[Axz.N| et M' =
C[Ay.N|x :=y]] ou C[] est un contexte G un trou et y n’apparait nulle par dans N.
Définition 3.4 (a-congruence)

Deux termes M et N sont a-congruent, noté M =, N si N résulte de M par une série

de changements de variables liées.

L’a-congruence nous permet de modifier & volonté le nom d’une variable liée, si on procéde
4 un renommage systématique, c’est-a-dire le changement de variable liée. En utilisant cette
possibilité, la substitution sans capture de variables peut se définir par :

1. zlx :=N]|=N

2. zly:=N]|=z,six#y

3. Az.M)[x :=N|=Xa.M

4. Nz.M)[y:=N]=Xa.M[y:=N]|siy¢ VL(M)ouz ¢ VL(N)

5. Az M)y := N =X z.(M[z := z])[y == N]siy € VL(M) et x € VL(N), ou z est une
nouvelle variable

6. (My My)[z := N| = (M;]z := N|] M|z := NJ)
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Az.M)N = M|z := N] (3)

S
[
I
h

-

= S|z Nz == 2|z =
[l

Z NZ 3|= vs 2= B

N

N

3

Ax.M =Xz N (©)

FiG. 3.1 — Axiomes de la théorie A de 1’égalité sur les A-termes.

3.3 Théorie )\

Muni de ces notions syntaxiques, une théorie de 1’égalité sur les termes peut étre développée
de telle facon qu'un terme de type application soit égal & ’application de la fonction & ses
arguments, que l’égalité soit une relation d’équivalence et que des termes égaux le soient
dans n’importe quel contexte. Une telle théorie A est proposée a la figure 3.1. La régle £ est
parfois appelée la régle d’extensionalité faible, alors que la régle 3 correspond a I’application
de fonction. Lorsque deux termes M et N peuvent étre démontrés égaux en utilisant les régles
de la théorie A, on écrit :

A M =N

On dit que M = N est un théoréme déductible de la théorie .

La théorie A permet d’établir une relation d’égalité de termes qui fait appel en quelque
sorte a une notion de «convertibilité». Un terme M est égal a un terme N selon la théorie
A 8’il est possible de «convertirs M en N en appliquant 0, 1, ou plusieurs pas d’inférence.
Un pas d’inférence consiste a appliquer 'une des régles de la théorie sur un terme courant
pour le transformer en un nouveau terme. Par exemple, les termes (A x.x)y et y sont égaux.
L’application de la régle § sur le terme (Az.z)y donne x|z := y] ce qui par définition se
transforme en y. Notons la différence entre équivalence syntaxique et égalité selon la théorie
A. Deux termes équivalents sont égaux, mais deux termes égaux ne sont pas nécessairement
équivalents :

M=N=M=N
~(M =N = M = N)

Les termes de notre exemple précédent illustre bien la seconde assertion : (Az.x)y = y mais
—((Az.z)y =y, c’est-a-dire que les deux termes sont égaux mais il ne sont pas identiques.
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Egalité extensionnelle

La théorie A cherche a formaliser une relation d’égalité qui dans un certain sens rend égaux
deux termes qui encode le méme algorithme. Cette théorie ne permet cependant pas de déduire
I’égalité de certains termes qui paraissent pourtant égaux. Considérons par exemple le terme :

Ax.Mx

ou xz € VL(M), c'est-a-dire que M ne contient pas d’occurence de la variable liée z. Les
termes Az.Mz et M devraient étre égaux puisque si on les applique au terme N, dans les
deux cas on obtient le terme M N. C’est la notion classique d’égalité extensionnelle qui dit que
deux fonctions dans la théorie des ensembles sont égales si elles possédent le méme graphe.
Pourtant, la formule A xz.Mx = M n’est pas un théoréme de \.

Deux approches ont été proposées pour intégrer la notion d’égalité extensionnelle a la
théorie A\. La premiére consiste & ajouter une nouvelle régle & la théorie pour donner une
nouvelle théorie appelée A + ext :

Mx =Nz

U= N x & VL(MN) (ext)

La seconde approche consiste & ajouter un autre axiome, ce qui donne une autre théorie
appelée A7 :

Ae.Mx =M, x ¢ VLM) (n)
En réalité, ces deux théories sont équivalentes :

Théoréme 3.1 ) + ext et \n sont équivalents.

Preuve. \+ext - Az Mz =M, x ¢ VL(M) car (Ax.Mx)x = Mx par 5 et siz ¢ VL(M)
alors A\x.Mxz = M par ext.

An b ext car si on suppose que Mx = Nx avec x ¢ VL(MN) alors A\x.Mx = Axz.Nx par
¢ et alors en appliquant 1 deux fois on obtient M = N.

Consistence et complétude

Avec la syntaxe des A-termes, on peut construire I’ensemble de toutes les formules possibles
selon la théorie d’égalité. Pour qu’une théorie ait une quelconque utilité, il doit y avoir au
moins une formule qui soit un théoréme mais toute formule ne doit pas étre un théoréme. Ces
propriétés se retrouvent sous la notion de consistence de la théorie. La théorie A, de méme que
la théorie An ont toutes deux été démontrées consistantes (il existe des théorémes mais toute
paire de termes ne sont pas nécessairement égaux selon ces théories). Les deux ont également
été démontrées complétes (si deux termes M et N ont chacun une forme normale alors soit
A M = N ou encore A+ M = N est une théorie qui méne a une contradiction).

3.4 Réduction

Les théories proposées précédemment permettent de raisonner sur l'égalité des A-termes
mais ne permettent pas directement de faire des calculs au sens informatique du terme. Un
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axiome joue pourtant un réle central dans la théorie X : ’axiome 3. L’essentiel du calcul en A-
calcul consiste en application de fonctions. L’axiome 3 indique quel terme peut étre démontré
égal & une application de fonction, et peut donc servir de base au calcul en indiquant comment
éliminer les sous-termes applications d’un terme représentant ’ensemble du calcul & faire. Un
terme dans lequel il ne reste plus d’applications de fonctions sera alors considéré comme une
valeur terminale, résultat du calcul, appelée forme normale.

Définition 3.5 (forme normale)

St M € A, alors M est une B-forme normale, notée B-fn, si M n’a pas de sous-terme de

la forme (A\x.R) S.

Si M € A, alors M posséde une (-forme normale s’il existe un terme N tel que M = N
et N est une (-forme normale.

D’un point de vue pratique, une forme normale est un terme dans lequel il ne reste plus
d’applications de fonctions & réaliser. Un tel terme peut étre considéré comme une valeur
finale puisqu’aucune régle ne permet de trouver un terme structurellement «plus simple» qui
soit égal & une forme normale. Soit M un terme représentant un programme, ’exécution de
ce programme, ou un calcul, consiste donc & prendre ce terme de départ M et & trouver la
forme normale N égale & M. La forme normale IV est alors considérée comme le résultat du
programme.

Pour obtenir une régle de calcul opérationnelle permettant de passer d’un terme & sa forme
normale, on utilise I’axiome [ dans une forme contrainte, c’est-a-dire unidirectionnelle, que
I'on appelle B-réduction immédiate. Vue comme une relation sur les termes, la g-réduction est
définie par :

B={((Ax.M)N, M[z:= NJ])| M, N € A}

Plus généralement, si on s’intéresse & une notion de réduction quelconque R, on peut définir
la R-réduction immédiate (en une étape), notée —pg, par :

(Mv N)ER M—>RN
M —rp N M —gr N
(ZM) —-gr (ZN) Ax.M —g Ax.N

La R-réduction, notée — g, est une relation entre deux termes obtenus I'un de ’autre en
appliquant 0, une ou plusieurs R-réductions immeédiates :

M—>RN
M —»rp N

M —p M

M —»r N N —p L
M —»gr L

La R-égalité est alors définie comme la fermeture symétrique et transitive de la relation
R-réduction qui produit des classes d’équivalences sur les A-termes.
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Définition 3.6 (R-égalité)

M—»RN
M= N
M=z N
N=rM
M=gN N=xL
M=gpL

Ces trois notions de R-réduction immédiate, de R-réduction et de R-égalité peuvent étre
appliquées & la notion de réduction 5 pour nous donner la f-réduction immédiate (—g), la
p-réduction (—3) et la (3-égalité (=3). Le probléme qui se pose maintenant est d’en tirer un
mécanisme de calcul sur les programmes représentés par des A-termes.

Pour que la S-réduction puisse étre appliquée comme mécanisme de calcul sur les pro-
grammes représentés comme des A-termes, il est important qu’elle soit indépendante du
contexte. En particulier, si un terme M se réduit & un terme N, on désire que pour tout
contexte C[] & un trou, le terme C[M] se réduise & C[N]. C’est ce que I'on appelle la notion
de compatibilité de la relation :

Définition 3.7 (compatibilité)

R C A? est compatible si (M, M') € R = (C[M],C[M’]) € R pour tout M, M’ € A et tout
contezxte C[| a un trou.
Proposition 3.1 Les relations —g, —3 et =g sont toutes les trois compatibles.

Structure générale de la preuve. Pour —g, la compatibilité est une conséquence immeé-
diate de la définition puisque les trois derniéres clauses de la définition permettent de «pousser»
le sous-terme réduit a l’endroit ou l’on veut dans un terme.

Pour —»g, la prewve se fait par induction sur la définition, en evaminant chacune des
clauses. Les deur premiéres clauses servent de base d’induction : pour la premiére la compati-
bilité de — 3 découle directement de la compatibilité de —g, alors que la seconde est triviale.
Pour la troisiéme clause, M -5 L est la conséquence de M —»g N et N —»g L. Or par
hypothese d’induction C[M] —3 C[N] et C[N] —g C[L], donc C[M] —g C[L].

La preuve pour =g se fait aussi par induction sur la définition.

Rassuré sur I'indépendance de la S-reduction par rapport au contexte, on peut maintenant
définir un calcul d’un terme M comme la recherche d’une forme normale NV telle que M =g N.
Pour expliciter davantage le mécanisme de calcul proposé pour normaliser les termes du A-
calcul, introduisons la notion d’expression réductible :

Définition 3.8 (redex ou expression réductible)

Un B-redex est un terme M tel que M —g N pour un certain terme N.

Cette notion d’expression réductible permet de proposer une deuxiéme définition, opéra-
tionnelle celle-1a car liée au processus de réduction, d’une forme normale :

Définition 3.9 (forme normale)

Un terme M est appelée une B-forme normale s’il ne contient aucun (-redex. Un terme N
est une B-forme normale pour M si N est une (3-forme normale et si M =g N.
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L’application de la (-réduction immédiate & un terme consiste donc a trouver un redex
et a le transformer en sa forme normale. La proposition suivante établit qu'une étape de -
réduction immeédiate est obtenue en trouvant un -redex dans le terme courant et de le réduire
pour obtenir un nouveau terme.

Proposition 3.2 M —3 N & M = C[P],N = C[Q], et (P,Q) € B pour certains P,Q € A%

Preuve. Partie =. La preuve est obtenue par induction sur la définition de —g3.

— Cas M —g N parce que (M,N) € (3 : trivial en prenant C[] = [].

— Cas M —g N parce que M = ZS et N = ZT et S —g T : Uhypothése d’induction
s’applique a S —3 T et donc il existe un contexte C|| tel que S = C[P] et T = C[Q)] avec
P —3 Q. Il suffit donc de prendre le contexte ZC|[| pour compléter la preuve.

— Les autres cas sont similaires.

Partie <=. Découle directement de la compatibilité de — 3.

Ceci compléte la vision de la f-réduction comme un calcul sur un programme. Le pro-
gramme est représenté par un terme initial M, et son résultat IV est une forme normale telle
que M =g N. Cette forme normale est obtenue en appliquant un série de pas de calcul qui
consiste a trouver un redex dans le terme courant et & le réduire. Deux question fondamentales
se posent alors :

1. Existe-t-il une forme normale pour tout terme M ?

2. Si cette forme normale existe, est-elle unique ?

Propriétés de la -réduction

Avant de traiter ces deux questions un peu formellement, il est éclairant de comprendre
informellement le probléme qui est soulevé. A la question de savoir si tout terme a une forme
normale, la réponse est non, car certains termes peuvent produire un phénomeéne de bouclage,
c’est-a-dire que s’établit un cycle M —3 M dans le processus de réduction. Par exemple, le
terme : (Az.xz)Az.2x))

produit une boucle car I'application de la S-réduction immeédiate redonne exactement le méme
terme (vérifiez!). Un tel terme n’a pas de forme normale. Conceptuellement, il n’est pas com-
plétement surprenant que certains termes n’aient pas de forme normale dans le mesure ol on
s’attend intuitivement & ce qu’un formalisme assez puissant pour écrire toute fonction récur-
sive, dont les fonctions avec une récursivité infinie, permette d’écrire un terme qui «boucle»
sous la réduction.

La réponse a la seconde question est étroitement liée au fait que dans un terme M, il peut
y avoir plusieurs redex susceptibles de faire I’objet d’'une (-réduction. L’unicité de la forme
normale d’un terme revient & se demander si le choix de la réduction & effectuer peut mener a
plusieurs formes normales différentes. Le théoréme fondamental ici est di & Church et Rosser
qui établit qu'un terme a au plus une forme normale (mais bien sir il peut ne pas en avoir,
comme on l’a vu pour les termes qui «bouclenty).

Les deux questions ne sont d’ailleurs pas totalement indépendantes puisque la multiplicité
des redex dans un terme induit un choix de stratégie de réduction qui se définit par une
régle déterminant pour tout terme quel redex doit étre réduit. La stratégie de réduction peut
également induire un comportement différent du calcul (du bouclage, par exemple, 1a o
une autre stratégie conduit & une forme normale). Il existe deux grandes stratégies de choix

201 G est la S-réduction vue comme une relation définie précédemment
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du sous-terme & réduire : I’appel par valeur consiste a toujours réduire les arguments d’une
fonction avant l’application (les redex intérieurs avant les redex extérieurs), alors que I’appel
par nom consiste & toujours réduire I’application de fonction avant de réduire les arguments
(les redex extérieurs avant les redex intérieurs). On sait que certains termes bouclent sous
la stratégie d’appel par valeur alors qu’on arrive & leur trouver une forme normale en appel
par nom! Informellement, la raison de ce comportement vient de la présence de termes qui
bouclent dans les arguments de fonctions qui ne seront jamais évalués en appel par nom, alors
qu’ils seraient toujours évalués en appel par valeur.

Essayons maintenant de formaliser un peu ces propriétés en débutant par une notion de
convergence de la réduction des termes malgré une multiplicité de chemins possibles :

Définition 3.10 (Church—Rosser)

Une notion de réduction R est dite Church-Rosser si (YM, My, Ma)[M —r My A M —g
MQ = (HMg)[Ml —R M3 A M2 —>R Mg“

La propriété Church—Rosser est aussi appelée la propriété du losange ou encore du pa-
rallélogramme, en référence a la vision graphique des réductions ol toute divergence dans la
réduction d'un terme M en deux termes M; et My sera ramenée vers un terme M3 unique :

Théoréme 3.2 (Théoréme de Church—Rosser) Soit R une notion de réduction Church—
Rosser, alors M =g N = (3Z)[M —-r Z NN —g Z].

Preuve. Par induction sur la définition de =g.
— Cas M = N parce que M —r N : trivial, choisir Z = N.
— Cas M =g N parce que N =g M : trivial.
— Cas M =g N parce que M =g L et L =g N : en appliquant au deux cas Uhypothése
d’induction, on trouve
(321)[M R Zl AL >R Zl]

et
(HZQ)[L R Z2 AN R ZQ]

et par conséquence puisque L —p Zy et L —gr Za, par Uhypothése d’induction il existe
un Z tel que Z1 —»p Z et Zo — g Z. Par transitivité de —r, ona M —r Z et N —-p Z
(voir la figure 3.2).

Corollaire 3.1 Soit R une relation Church—Rosser, alors :
1. si N est une R-forme normale de M alors M —»r N
2. un terme peut avoir au plus une forme normale
Preuve.

1. Soit M =r N, ou N est une R-forme normale. Alors par le théoréme (3Z)[M —g
Z NN —pg Z]|. Mais puisque N est une R-forme normale, par définition de — g, on doit
avoir N = Z.
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\\ﬂ/
Zj

FiG. 3.2 — Convergence de la réduction dans le troiséme cas du théoréme de Church—Rosser.

2. Soit N1 et Ny deux R-formes normales pour M. Alors N1 =rp M =g Ny et donc
Ny =g Ns. Par le théoréme, on a (3Z)[Ny —r Z N Ny —pr Z], et par définition de — g,
on doit avoir Ny = Z = Ns.

Une approche qui saute maintenant aux yeux pour obtenir le résultat que ’on cherche,
c’est-a-dire I'unicité de la forme normale, consiste tout simplement & montrer que la relation 3
définie plus haut est Church—Rosser. Malheureusement, ce n’est pas le cas. Un contre-exemple
nous en est fourni par le terme : A z.zz)(Az.a)\z.a))
qui par g-réduction immédiate nous donne deux termes divergents :

qu’il est impossible de ramener & un unique terme par une étape de g-réduction immédiate.

Il est encore possible d’utiliser cette approche mais de facon un peu plus astucieuse. Certes,
la relation ( n’est pas Church—Rosser, mais pourrions-nous définir une nouvelle relation qui
serait Church—Rosser et engendrant la méme relation d’équivalence sur les termes que 3, c’est-
a-dire dans laquelle (3 serait incluse et dont la fermeture transitive serait la relation —g? Si
c’est le cas, le résultat voulu découlerait du théoréme de Church—Rosser et du corollaire 3.1.

Une telle relation existe bel et bien et est appelée «grande réduction». En gros, cette relation
notée —»1 a le pouvoir d’exécuter plusieurs G-reduction immédiate paralléle en une seule étape
de calcul.

Définition 3.11 (grande réduction)
M —1 M
M -1 M,
Ax. M —»1 Ax. M’
M —1 MI N —1 N/
MN —1 M'N'

M —1 MI N —1 N/
(Az.M)N —q1 M'[x := N']

Théoréme 3.3 (YM,N € A)[M —5 N = M —; N|.

Preuve. Par induction sur la définition de —g3.

— Cas M —3 N parce que (M,N) € 3 : dans ce cas M = (Az.P)Q et N = Plx := Q). Il
suffit d’appliquer la quatriéme clause de —1 avec M = M’ = P) et N = N' = Q.

— Cas SZ —3 TZ parce que S —g T : appliquer la troisieme clause de —»1 avec M = S et
M'=T et N= N' = Z. Par hypothése d’induction, on aura S —1 T et par définition
onaZ —» Z,donc SZ -1 TZ.
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— Les deuz autres cas sont similaires.

Les quatre propriétes suivantes de la relation —» peuvent étre démontrées :
1. M -y M',N —; N' = Mz := N] -1 M'[z := N'].
2. Ae.M - N = N = z.M' avec M —1 M'.

3. M N — L implique 1'un ou l'autre de :

- L=M'N"avec M —1 M' et N =1 N’, ou

-~ M =Xz.P,L = P'[x:=N'] avec P -1 P et N -1 N'.
4. La relation —»; est Church-Rosser.

Nous allons maintenant démontrer la deuxiéme et la quatriéme.

Lemme 3.1 Ax. M —1 N = N = z.M' avec M —1 M'.

Preuve. Par induction sur la définition de —»1.
- N =Xx.M : trivial.

- N= X z.M' avec M —1 M' : trivial.

— Les autres cas ne s’appliquent pas.

Lemme 3.2 La relation —1 est Church—Rosser.

Preuve. Par induction sur la définition de M —1 My et en montrant que pour tout Mo

tel que M —1 Ms, il existe un Msy tel que My —1 Mg et My —1 Mj.
— Cas M = My : choisir M3 = M.
— Cas M = \a.P et My = \x.P' avec P —1 P’ : Par le lemme précédent, My doit étre de
la forme Ax.P" avec P —1 P". Par I’hypothése d’induction, P’ et P" doivent avoir un
contracté commun P" et on choisit alors M3 = Ax.P".
— Cas M = PQ et M1 = P'Q" avec P —1 P et Q —1 Q' : il y a deux cas a considérer :
- My = P"Q" avec P —1 P" et Q —1 Q" et alors par I’hypothése d’induction P’ et P
(respectivement Q' et Q") ont un contracté commun P" (resp. Q") et on choisit alors
M; = P"Q"

- My = Pz := Q"] avec P = \x.P, P, —1 P{ et Q —1 Q" : alors par le lemme
précédent, P' = \x.P| avec Py —1 P|. Par Uhypothése d’induction appliquée a Q', Q"
et P|, P{' il existe un contracté commun de My et My qui est P/"[x := Q"].

- Cas M = (A\x.P)Q, M1 = P'lz:=Q'| et P -1 P',Q —1 Q' : encore une fois il y a deux
cas a considérer selon que My = P"[x := Q"] ou My = (Az.P")Q". Dans les deuz cas,
Uargumentation est similaire au cas précédent.

Cette premiére moitié du travail fait, il reste & établir que la réduction induite par —»1 est
bien «équivalente» & celle engendrée par la relation (. C’est l'objectif du théoréme suivant :

Théoréme 3.4 —3 est la fermeture transitive de —»1.

Structure générale de la preuve. Il s’agit de montrer que la fermeture symétrique de
—g est incluse dans —»1, mais aussi que —1 est incluse dans — g pour en conclure le résultat
désiré.

Retour sur le calcul par réduction
La grande réduction introduite précédemment est venue aidée la démonstration de 'unicité

de la forme normale d’'un terme de deux facons. D’une part, elle a donné du «parallélismey
a la O-réduction immeédiate pour permettre de retrouver le contracté commun & deux termes
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divergents par une application de la relation de grande réduction. De plus, et c’est probable-
ment moins apparent, elle a permis de «récupérer» certains termes qui bouclent en ajoutant
dans 'image de la relation des termes obtenus en passant par divers chemins nécessitant éven-
tuellement une ou plusieurs applications de la G-réduction immeédiate dans différents ordres.
Par exemple, la grande réduction met en relation le terme (Az.y)((Az.zz)(Az.zx)) avec le
terme y en réduisant la fonction externe plutdt que d’essayer de réduire son argument.

Opérationnellement, la S-réduction immédiate apparait comme un bon outil pour donner
une étape élémentaire de calcul. Un calcul sera donc obtenu par application répétée de la (G-
réduction jusqu’a obtention d’une (-forme normale. L’exercice permis par la grande réduciton
nous indique que ’ordre de réduction des redex a donc une grande importance. Ce qu’il ne nous
dit pas, c’est le bon ordre de réduction a choisir pour réduire un terme & sa forme normale.
Pour compléter une implantation, il faut définir une stratégie de réduction, c’est-a-dire une
régle de choix du redex & réduire & chaque étape comme nous l’avons dit précédemment.

Certes, tout terme n’a pas nécessairement une forme normale. Un terme M est dit normali-
sable s’il posséde une forme normale. Nous savons par le théoréme de Church—Rosser et le fait
que la grande réduction est Church—Rosser qu’alors la forme normale est unique. Un terme
M est dit fortement normalisable s’il n'admet pas de réduction infinie. Bien str, il existe des
termes qui sont normalisables mais pas fortement normalisables. Le terme (A z.y)((A z.zz) (A z.2x))
en fournit un bon exemple.

Une stratégie de réduction sera dite fortement normalisante si elle permet toujours de
trouver la forme normale d’un terme si celle-ci existe. Il existe deux grandes stratégies de
réduction en A-calcul : I'appel par valeur et ’appel par nom. En appel par valeur, les arguments
des fonctions sont toujours réduits avant de réduire l'application qui les contiens. En appel
par nom, la réduction de ’application se fait avant la réduction de ses arguments. La stratégie
d’appel par nom est fortement normalisante, mais pas ’appel par valeur. En fait certains
termes bouclent en appel par valeur alors qu’'une forme normale est obtenue en appel par
nom. Mieux, il a été démontré que si la réduction d’un terme en appel par nom est infinie,
alors ce terme n’est pas normalisable.

Cela dit, le probléme de la normalisation, c’est-a-dire de savoir si un terme posséde une
forme normale, est semi-décidable. Il existe un algorithme qui saura dire oui si une telle forme
normale existe (la réduction en appel par nom si elle se termine), mais il n’est pas possible
d’écrire un algorithme qui répondra non & coup sir s’il n’y en a pas (la réduction en appel par
nom sera infinie, la réponse risque donc de se faire attendre...). C’est un résultat en A-calcul
qui est analogue au fameux théoréme d’arrét des machines de Turing (ce théoréme établit
qu’on ne peut écrire un programme d’une machine de Turing qui prenne en entrée un autre
programme P ainsi que son entrée E et qui dit si oui ou non si P boucle sur FE).

o-régles

Le A-calcul fournit un outil complet pour aborder les fonctions calculables. Cependant,
certains concepts ne peuvent étre représentés que par un attirail trés complexe. Par exemple,
il existe un encodage des entiers sous forme de A-termes et une réalisation des opérations sur
les entiers sous forme de fonctions. Cependant cet encodage est trés lourd & manipuler. De
méme, des structures de contrdle simples, comme ’alternative, peuvent étre définies en termes
de fonctions, mais cela rend les fonctions plutdot opaques.

Le moyen utilisé pour étendre le A-calcul est de définir un certain nombre de constantes,
représentant soit des valeurs primitives (exemple : 1, 2, 3, ...), soit des fonctions primitives
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(exemple : +, -, ...). Ainsi, nous pouvons écrire des termes comme ((+ x)y).

En utilisant simplement la G-réduction comme mécanisme de normalisation des termes, ces
constantes vont rester dans le programme jusqu’a la fin et apparaitre dans la forme normale
obtenue. Pour traiter ces constantes, on ajoute de nouvelles régles de réduction spécifique
appelées d-régles. Par exemple, pour traiter les entiers introduits en A-calcul, on introduit des
regles de réduction permettant de dériver la constante 6 du terme 4 + 2.

Cette pratique courante, que nous utiliserons dans les prochains chapitres sans ’expliciter
mais simplement en construisant des A-termes étendus, appelle une certaine prudence. En
tant que régles de réduction, les J-régles peuvent parfaitement briser la propriété Church—
Rosser de la relation sur les A-termes étendus et ainsi remettre en cause tout 1’échafaudage
théorique proposé ici. De facon générale, les d-régles qui ne font intervenir que des termes qui
contiennent des constantes ne posent pas trop de problémes. Cependant, lorsque des sous-
termes apparaissent dans les termes étendus et que le résultat d’une §-régle peut produire un
terme qui sera applicable (redex), un attention particuliére doit étre apportée pour ne pas
perturber la normalisation des termes.

Exercices

1. Ecrire en Scheme un programme qui normalise les A-termes par §-réduction. Faites varier
la stratégie de réduction et essayer votre normalisateur sur différents \-termes.



Chapitre 4

Introduction a la sémantique
dénotationnelle

La sémantique dénotationnelle est une technique pour donner la signification d’un pro-
gramme en lui faisant correspondre un objet mathématique (entier, réel, fonction, ...) bien
défini. Les pionniers de cette approche, parfois appelée sémantique mathématique ou encore
sémantique de point-fixe, sont Christopher Strachey et Dana Scott. Dans ce chapitre, nous
donnons un apercu général de 'approche en mettant de coté les notions mathématiques sous-
jacentes sur lesquelles nous reviendrons au prochain chapitre.

4.1 Syntaxe abstraite versus syntaxe concréte

Comme nous ’avons vu au chapitre 2, un langage est d’abord défini par sa syntaxe, qui
elle-méme fait intervenir, un alphabet, des signes de ponctuations, un vocabulaire et une
grammaire. Un programme se présente d’abord comme une suite de caractéres, le plus souvent
conservée dans un fichier. Mais toute séquence de caractéres ne forme pas un programme valide.
Elle doit observer certaines régles dans la formation des mots, de phrases et du programme
en entier.

Une premiére étape de la reconnaissance d’un programme valide (c’est-a-dire appartenant
au langage) consiste & repérer les mots (constantes, identificateurs, mots-clés, etc.) et les
signes de ponctuation pour vérifier s’ils appartiennent bien au langage. Ces mots et autres
signes extérieurs, aussi appelés lexémes, sont reconnus par ’analyseur lexicographique qui les
classent en unités lexicales. Une fois identifiés, on doit vérifier que ces lexémes, qui forment
la séquence de mots et de signes extérieurs apparaissant dans le programme, respectent les
régles de construction des phrases du langage (expressions artihmétiques et logiques, énoncés
d’affectation et autre, fonctions et procédures, etc.).

La forme des phrases 1égales du langage est donnée par une grammaire. Une grammaire est
définie par des régles de production qui servent & générer des phrases constituées de symboles
terminaux en s’aidant de symboles auxiliaires appelés non-terminaux. Dans la grammaire d’un
langage de programmation, les terminaux ne sont autres que les lexémes identifiés durant la
phase d’analyse lexicographique. Comme nous l'avons également vu au chapitre 2, les régles de
production sont souvent données selon la notation dite Backus-Naur! Ces régles de production
prescrivent des dérivations depuis le symbole non-terminal de départ, aussi apelé axiome,

Des noms de ces deux inventeurs.
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E == E+T | E-T | T
T == TxF | F

F == 1] (E)

I

::= mnon-spécifié

F1G. 4.1 — Grammaire des expressions arithmétiques

jusqu’a une séquence de terminaux formant une phrase légale. Chaque étape de dérivation
comporte le remplacement d’un symbole non-terminal A de la proto-phrase courante? par la
séquence de terminaux et non-terminaux apparaissant en partie droite d’une des régles de
production définissant A.

Par exemple, la grammaire de la figure 4.1 engendre des expressions arithmétiques & partir
de 'axiome E. Une dérivation de la phrase x+y*z est :

EF = FE+T = T+T = F+T = I+T = xtT = x+T*F = x+['*F = x+I*F
= xty*F = xt+yx] = xty*z

Pour décider si une phrase appartient au langage défini par une grammaire, il suffit de
trouver une dérivation pour cette phrase depuis 'axiome. Ce probléme de reconnaissance est
celui de ’analyse syntaxique. Il est principalement concerné par l'identification des frontiéres
entre phrases et sous-phrases en cours de balayage de la séquence linéaire des terminaux. A
chaque étape de dérivation, deux choix doivent étre faits : celui du non-terminal & remplacer et
celui de la régle de production & utiliser pour faire le remplacement. Une grammaire pouvant
produire plusieurs dérivations différentes pour une méme phrase est dite ambigue.

Parce qu’elles sont liées & la reconnaissance des programmes et qu’elles travaillent sur
leur aspect extérieur, les grammaires utilisées en analyse syntaxique sont dites grammaires
concrétes. Le principal probléme d'une grammaire concréte est ’élimination de toutes les am-
biguités qui pourraient empécher la reconnaissance des programmes. A ce titre, les grammaires
concrétes forcent souvent 'introduction de terminaux et de non-terminaux dont le seul but est
d’éviter les ambiguités. C’est le cas des non-terminaux 7" et F' de la grammaire de la figure 4.1
dont le réle consiste simplement & forcer une précédence précise entre les opérateurs.

Une fois ces difficultés surmontées et la dérivation obtenue, la structure hiérarchique du
programme est obtenue. Une représentation classique des dérivations est I’arbre de dérivation.
Un arbre de dérivation est un arbre étiqueté obtenu en créant le nceud racine étiqueté de
I’axiome, puis en ajoutant comme fils de chaque noeud étiqueté d’un non-terminal A les nceuds
correspondants aux terminaux et non-terminaux par lesquels A est remplacé dans la dérivation
qui forment donc la partie droite d’une régle de production).

La notion de structure arborescente d’un programme est d’une importance cruciale. Passée
I’'étape de ’analyse syntaxique, on se rend compte qu’une telle représentation arborescente
est de fagon inhérente non-ambigiie ; elle est donc plus propice au raisonnement sur les pro-
grammes que la représentation sous forme de séquences de terminaux. Puisqu’un programme a

20n appelle proto-phrase une séquence de symbole terminaux et non-terminaux obtenue par un certain
nombre d’étapes de dérivation depuis I’axiome ; une phrase ne contient que des terminaux.
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e = e+e|e—e|exe | id

Fi1G. 4.2 — Grammaire abstraite pour les expression arithmétiques

e = ete
/ \
e::=id e..;= e
| / \
e::=id e::=id

id (x) y
| |

id (y) id (2)

F1a. 4.3 — Arbre abstrait pour la phrase id + id * id

finalement une structure arborescente, pourquoi passer par une représentation linéaire (texte
de programme) ?

Le principe de base de la syntaxe abstraite consiste précisément & voir un langage comme
un ensemble d’arbres représentant les programmes admissibles. Puisque le syntaxe abstraite ne
s’intéresse qu’a la structure compositionnelle d'un programme, les terminaux précis utilisées
pour les représenter extérieurement perdent de leur pertinence. Par exemple, la structure d’un
énonceé d’affectation consiste en un identificateur (la variable cible) et une expression (donnant
la valeur & affecter) ; la forme extérieure de 'opérateur d’affectation nous est indifférent pour
raisonner sur l'affectation.

Comment peut-on alors définir un langage comme 1’ensemble des arbres formant des pro-
grammes admissibles 7 En fait, de la méme fagon qu’un arbre peut étre obtenu & partir d'une
dérivation d’une phrase par une grammaire, une grammaire peut servir & définir la structure
d’un ensemble d’arbres. A chaque type de nceud est associé une régle de production qui définit
pour un certain type de nceud racine (partie gauche) et les types de noeuds fils (partie droite).
A titre d’exemple, la figure 4.2 propose une grammaire abstraite pour nos expressions arith-
métiques. Cette grammaire ne fait plus référence & des terminaux, mais plutét a des types
de noeuds (addition, soustraction et multiplication & deux nceuds fils, et identificateur sans
fils). La figure 4.3 présente I’arbre abstrait correspondant a la phrase x+y+z (on suppose que
chaque nceud de type id portera une indentification précise de la variable en jeu).

La sémantique dénotationnelle définit la sémantique d’'un langage sur la base de sa syn-
taxe abstraite; elle est donc dirigée par la syntaxe. Elle montre alors comment construire
la dénotation associée & chaque phrase comme une fonction de la dénotation obtenue pour
les sous-phrases. Ces deux caractéristiques de construction des sémantiques dénotationnelles
sont & la base de la propriété de compositionnalité. Cette propriété est elleeméme permet le
raisonnement par induction structurelle sur les programmes, qui est la technique classique
pour obtenir des preuves de propriétés. Nous y reviendrons. Par ailleurs, il est du ressort du
sémanticien de choisir une syntaxe abstraite appropriée pour la définition de la sémantique
d’un langage, sachant que certains choix peuvent rendre plus ou moins difficile ’obtention
d’une sémantique.
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4.2 Motivation

La sémantique opérationnelle d’'un langage, par exemple impératif, est obtenue est défi-
nissant pour chaque énoncé c du langage comment il transforme un certain état initial de la
mémoire o en un état final o/, ce que 'on peut noter (¢,0) — o’. En sémantique opération-
nelle, la transformation de o en ¢’ par c est définie en terme d’une séquence d’opérations
de bas niveau qui rend difficile toute comparaison entre énoncés d’un méme langage ou d'un
langage a l'autre. Plutét que de comparer les étapes de traitement associées & deux énoncés
c1 et cg, il est plus judicieux de s’interroger sur leur résultat, c’est-a-dire que deux énoncés
sont équivalents, noté ~, si peu importe 1’état initial, ils produisent le méme état final :

c1 ~ ¢y ssi (Vo,0'{c1,0) — 0’ <= (ca,0) — o)

Notons que c¢; ~ ¢y ssi :

{(0,0")[(e1,0) = o'} = {(0,0")|(c2,0) — o'}

c’est-a-dire que les deux énoncés définissent la méme fonction partielle sur les états.

Une approche plus directe et plus abstraite pour capturer la sémantique des énoncés a leur
équivalence preés consiste donc & ne s’intéresser qu’a leur comportement en tant que fonctions
partielles sur les états. Cette approche est celle de la sémantique dénotationnelle, ou un énoncé
¢ dénotera une fonction partielle C[¢] : ¥ — X ou ¥ représente ’ensemble des états possibles.
C est un exemple de fonction sémantique. Les doubles crochets sont utilisés en sémantique
dénotationnelle pour séparer ce qui est de ’ordre de la syntaxe de ce qui est de l'ordre de la
sémantique. Soit Enonces le type des arbres syntaxiques traités, le type de la fonction C est
donc plus exactement C : Enonces — ¥ — >. Outre qu’ils permettent de repérer facilement
Pargument syntaxique (un arbre abstrait), ils soulignent un traitement légérement différent
de cet argument syntaxique par la fonction C.

Cet argument syntaxique n’est pas évalué au sens traditionnel ; il peut contenir des méta-
variables syntaxiques permettant de récupérer par filtrage des parties de la phrase syntaxique
recue en argument pour les utiliser ensuite dans la définition de la fonction C. Par exemple,
soit la fonction sémantique A : ExpA — 3 — IN, nous écrirons Afag+a;] pour filtrer lors
de l’appel de A un arbre de syntaxe abstraite représentant ’expression 5+38*/ pour récupérer
le sous-arbre représentant ’expression 5 dans la méta-variable syntaxique ag et le sous-arbre
représentant ’expression 3*/ dans la méta-variable syntaxique a;.

4.3 Sémantique dénotationnelle d’un langage impératif simple

La figure 4.4 donne la syntaxe abstraite d’un langage impératif simple. Cette syntaxe com-
prend cing types de phrases : les expressions arithmétiques (ExpA), les expressions logiques
(ExpB), les énoncés (Enonces), les variables (Ident), et les nombres (IN). Seule la forme
des trois premiers est réellement intéressante ; la forme des autres n’est donc pas plus définie.
Il est important de bien distinguer ici ’ensemble des arbres de syntaxe abstraite (triviaux)
représentant des entiers, ici appelé N, de I’ensemble mathématique des entiers naturels IV ; le
premier est un type d’arbre, tel que nous pourrions le définir dans un langage de programma-
tion, alors que le second est un ensemble d’objets mathématiques que nous allons justement
essayer d’utiliser comme dénotations pour les phrases de type N.
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a € ExpA

b € ExpB

¢ € Enonces
r € Ident

n € N

a == n|x|a+a | ag—a1 | ap X ay
b u= true | false | ap = a1 | ap<a1 | =b | by V by | by A by
¢ u= skip |z :=a | co;c1 | if bthencyelsec; | whilebdoc

F1G. 4.4 — Grammaire abstraite pour un langage impératif simple

La sémantique dénotationnelle de notre langage impératif simple doit faire correspondre &
chaque objet syntaxique une dénotation dans un ensemble d’objets mathématiques appropriés.
Il faut donc définir un ensemble? de dénotations pour chacun des types de phrases du langage.
Pour les nombre, 'ensemble évident est I’ensemble IV, et la correspondance entre les entiers
syntaxiques et les entiers sémantiques est donnée par la fonction NV : N — IN que nous
n’explicitons pas plus avant.

Pour comprendre la dénotation les variables, il faut aussi parler de la notion d’état. La
variable impérative n’est qu’une abstraction sur les adresses des emplacements mémoire choisis
pour contenir leur valeur. La dénotation d'une phrase de type Ident est donc simplement un
ensemble d’adresses mémoire que nous appellerons Loc. Pour obtenir la dénotation d’une
variable, il suffit de disposer d’une simple correspondance 1-1 entre ’ensemble Ident et un
sous-ensemble de Loc; nous ne nous étendons pas plus sur cela, sauf pour dire qu'il arrive
souvent, pour plus de simplicité dans les sémantiques dénotationnelles, que ’on assimile Ident
et Loc & un seul et méme ensemble.

La mémoire peut simplement étre vue comme une fonction des adresses dans les valeurs
associables aux variables. Dans le cadre de notre langage impératif simple, une variable ne
peut contenir qu’un entier. L’ensemble des mémoires, noté ¥, sera donc constitué de fonctions
o : Loc — IN. Donc, pour | = L[z], le contenu de la mémoire o pour la variable x est donné
par o(l).

Considérons maintenant les phrases plus complexes, et d’abord les expressions arithmé-
tiques. Nous avons tous un modéle intuitif de ce que peut engendrer ’exécution d’une expres-
sion arithmétique. Outre le fait qu’elle doit retourner comme résultat un nombre, la nature
impérative de notre langage laisse supposer que lorsque nous rencontrerons une variable, il
faudra en obtenir la valeur et donc le contenu de ’emplacement mémoire correspondant. La
sémantique d’une expression arithmétique doit donc tenir compte d’'un élément de contexte
représenté par la mémoire. La dénotation des expressions arithmétiques est donnée par la

3En fait, ce seront des structures mathématiques légérement plus compliquées, comme nous le verrons au
prochain chapitre.
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fonction A suivante :

I
N N NI C e
e N N e

Q

3

=)

+

3

=

11 est important de remarquer que chacun des signes +, —, X & gauche des équations repré-
sente un type de noeuds de ’arbre de syntaxe abstraite alors que les mémes signes en partie
droite des mémes équations désignent plutdt les fonctions d’addition, de soustraction et de
multiplication sur les entiers. Ce genre de raccourcis de notation entre la sphére syntaxique
et la sphére sémantique est monnaie courante pour simplifier les sémantiques et généralement
ils n’entrainent pas de réelle confusion. On obtient donc des expressions du genre :

A[3+5]c = A[3]loc + A[bJlo =3+5=38
comme il se doit.

Chacun des ensembles définis par la fonction A représente en fait lui-méme une fonction
> — IN. Pour représenter de telles fonctions, on utilise la plupart du temps la notation du
A-calcul. Ceci donne une définition équivalente de A* :

Aln] = Mo.N[n]

Alz] = Xo.o(L]z])
Alap +a1] = Xo.(Alao]o + Afai]o)
Alap —a1] = Xo.(Alao]o — Alai]o)
Alag x a1] = Mo.(Alao]o x Afai]o)

La sémantique des expressions logiques exhibe une structure trés similaire & celle des ex-
pressions arithmétiques. Le résultat d’une expression logique doit étre une valeur de vérité,
vraie ou fausse. La dénotation fera donc intervenir ’ensemble T = {true, false} des valeurs
de vérités, muni des opérations de négation (—), de disjonction (V), et de conjonction (A)
classiques de la logique mathématique.

A premiére vue, on serait tenté de dire qu’il est inutile de tenir compte de la mémoire
du contexte d’évaluation des expressions logiques, car nous n’avons pas introduit de variables
logiques. Pourtant, une expression logique peut étre constituée d’expression arithmétiques, ce
qui exige de tenir compte du contexte. En notation du A-calcul, nous introduisons la fonction
B:X—T:

B[true] = Mo.true
B[false] = Mo.false
Blag =a1] = Mo.(AfJag]o = Afai]o)
Blag < a1] = Ao.(Afag]o < Afai]o)
B[-b] = Ao.-B[b]o
Blby VvV bi] = Xo.Blbo]o VvV B[bi]o
Blbg A b1] = Xo.Blbo]o A Blbi]o

4Certains auteurs ajoutent systématiquement les types des arguments & chaque définition de A-expression,
ce qui est extrémement lourd & la longue. De notre point de vue, il suffit de connaitre le type de la fonction
définie, qui induit le type de la A-expression définissante.
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La définition de la fonction C[c] pour les énoncés pose plus de difficultés. Comme nous
l'avons vu précédemment, la dénotation des énoncés peut étre capturée comme une fonction
des états vers les états, c’est-a-dire qu’un énoncé n’a pour réle que de changer 1’état de la
mémoire. La fonction C doit donc avoir pour type Enonces — > — .. Sur cette lancée, il est
relativement simple de définir C pour les énoncés nul, affectation, séquence et alternative :

Clskip] = Moo
Clz:=a] = Xo.o[(Ala]o)/L]z]]
Cleo; e1i] = Cleo] o Clei]
Clif bthen cp else c1] = Ao.if B[b]o then Clco]o else Clci]o

ou o[K/x] est la fonction partout identique a o sauf éventuellement au point = ou elle vaut
K.

Pour I’énoncé de répétition while b do ¢, comment trouver une dénotation qui ne dépende
que des sous-phrases b et ¢? Il est tentant d’utiliser I’équivalence suivante :

while b do c ~ if bthen c;while b do c else skip

En effet, si le test de la répétition est vrai, on exécute une fois le corps de la boucle puis on
recommence ’exécution de la boucle. Si le test est faux, on passe a la suite. Selon cette idée,
nous obtiendrions la définition suivante pour C :

Clwhile bdo c] = Ao.if B[b]o then Clwhile b do c](C[c]o) else o

Le probléme avec cette définition est que cette sémantique de la répétition n’est pas définie
uniquement en fonction de ses sous-phrases mais aussi d’elle-méme. Cette définition n’est donc
pas compositionnelle, une condition essentielle pour toute sémantique dénotationnelle.

4.4 Points fixes

Revenons sur la notation ensembliste des fonctions. Soit w = while b do ¢, I’équivalence
précédente se réécrit :
w ~ if b then ¢ ; w else skip

En sémantique dénotationnelle, cette équivalence, nous ’avons dit, s’interpréte comme le
fait que les deux phrases doivent dénoter la méme fonction partielle sur les états, c’est-a-dire :

Clw] = CJif b then c; w else skip]

Nous devons donc avoir :
Clw] = {(o,0") | B[b]o = true & (o,0") € C[c; w]}
U {(o,0) | B[b]o = false}
= {(0,0") | B[b]o = true & (o,0") € C[w] o C[c]}
U {(c,0) | B[b]o = false}
Posons ¢ = Clw], § = B[] et v = C[c]. Nous cherchons alors une fonction partielle telle

que :

¢ = {(o,0')]|B(c) =true & (0,0') € po~}
U{(e,0) | B(o) = false}
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Puisque ¢ apparait des deux cotés de I’équation, il faut trouver une fagon de calculer
une fonction ¢ qui vérifie I'égalité. L’approche classique pour résoudre de telles équations
récursives est celle du point fixe. A partir d’une approximation ¢; de la fonction ¢, il faut
trouver un moyen de tourner I’équation en une régle permettant de calculer une «meilleure»
approximation ¢;41. Dans de bonnes conditions, ’application répétée de ce processus converge
vers ¢. La régle d’amélioration dans notre cas est obtenue en voyant 1’équation précédente
comme 'application d’un opérateur I :

I(¢) = {(o,0") | B(o) =true & (o0,0") € por}
U{(o,0) | B(o) = false}
= {(0,0") | 30".8(0) = true & (0,0") € v & (¢”,0") € ¢}
U{(o,0) | B(o) = false}

et alors nous cherchons un point fixe de I’équation :
¢ = I(¢)

L’approche du calcul du point fixe par opérateur s’applique a ce cas. Posons d’abord ¢y =
{(0,0)|B(c) = false}, c’est-a-dire toutes les paires d’états dans lequels le test est faux et qui
ne nécessiteront donc pas de passer dans le corps de la boucle. L’application de ’opérateur I'
& ¢g produit un nouvel ensemble ¢y :

$1

{(0,0") | 3 0".B(0) = true & (0,0") € v & (0", 0") € ¢o}

U{(0,0) | Blo) = false}
= {(0,0") |3 0".8(c0) = true & (o,0") € C[c] & (”,0") € ¢o}

U{(o,0) | B(o) = false}

Autrement dit, ¢; contient ¢y plus I'ensemble des paires (o, c’) telles que le test est vrai
dans o mais faux dans o', c’est-a-dire les états dans lesquels un seul tour de boucle sera
nécessaire.

En poursuivant ce processus, on construit ¢o qui va contenir toutes les paires d’états dans
lesquels au plus deux tours de boucles seront nécessaires, et ainsi de suite. Ce processus
converge, au sens de la théorie des points fixes, vers 1’énsemble des paires (o, 0’) ot au plus
n — oo tours de boucles seront nécessaires, pour tout n fini.

Ce genre de dénotations obtenues par calcul de points fixes apparaissent dans toutes sé-
mantiques dénotationnelles comportant des phrases non-triviales (itération, récursivité), ou
si vous préférez dans tout langage qui se veut Turing-équivalent. Cette proéminence explique
que l'on appelle également la sémantique dénotationnelle la sémantique des points fixes (en
anglais «fizpoint semantics»). Nous y reviendrons plusieurs fois dans les prochains chapitres.

4.5 Eléments constituant une sémantique dénotationnelle

L’objectif de toute sémantique dénotationnelle est de donner une signification aux pro-
grammes écrits dans un certain langage de programmation. A ce titre, une sémantique s’in-
téresse d’abord & des programmes, définis par leur syntaxe abstraite. Ainsi, toute sémantique
s’attachera dans un premier temps & définir précisément et complétement ce que l'on appelle
les domaines syntaxiques représentant les programmes du langage traité. Comme nous 1’avons
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vu & la section précédente, les domaines syntaxiques sont des ensembles d’arbres dont la forme
est le plus souvent définie par une grammaire abstraite.

L’intuition essentielle de la sémantique dénotationnelle consiste & associer & toute phrase
d’un programme une dénotation sous la forme d’un objet mathématique (entier, réel, fonction,
etc.). Ainsi, aprés la définition de la syntaxe abstraite, la sémantique définit les dénotations
utilisées, en précisant les ensembles® et les opérations dont ils sont munis. Il s’agit des domaines
sémantiques.

La troisiéme partie de la sémantique sera formée des fonctions sémantiques, dont la prin-
cipale caractéristique est de posséder un argument de type syntaxique. Pour chaque domaine
syntaxique, il faudra définir une fonction sémantique. Chaque fonction sémantique est elle-
méme définie par un nombre fini d’équations sémantiques correspondant a chaque type de
phase du domaine syntaxique traité. Par exemple, dans la sémantique de la section précédente,
nous avions une fonction sémantique pour chacun des domaines syntaxiques : expressions ar-
tihmétiques, expressions logiques et énoncés. Dans le cas de la fonction 4, nous avons défini
des équations sémantiques pour chaque type d’expressions arithmétiques : constante, variable,
addition, soustraction, et multiplication.

Le role des équations sémantiques est d’indiquer comment associer une dénotation aux
phrases dans un programme. Donner une sémantique dénotationnelle d’un langage consiste
donc & définir pour chaque type de phrase comment calculer la dénotation associée & une
phrase particuliére de ce type. En effet, le calcul d’une dénotation se réalise nécessairement
sur une phrase particuliére d’'un programme. Par exemple, lorsque nous avons défini I’équation
sémantique pour les phrases de type expressions arithmétiques d’addition, nou avons donné
une régle permettant de prendre une expression d’addition et d’obtenir sa dénotation.

Enfin, une sémantique dénotationnelle peut comporter au besoin des définitions de fonc-
tions auxiliaires permettant de mieux structurer I’ensemble de la définition. Ces fonctions ne
comportent pas d’argument ni de résultats de types syntaxiques, mais uniquement de types
sémantiques. Le langage du A-calcul étant plutdt frustre, on recourt assez facilement a des
telles fonctions auxiliaires.

5Nous nous en tenons au mot ensemble pour l'instant ; nous verrons au prochain chapitre qu’il faudra en
réalité faire appel 4 des entités comportant un peu plus de structure, c’est-a-dire des domaines.



Chapitre 5

Eléments théoriques sous-jacents a la
sémantique dénotationnelle

Au chapitre précédent, nous avons survolé les principaux concepts participants & une sé-
mantique dénotationnelle. Ce faisant, nous avons touchés & certaines notions théoriques sur
lesquelles est fondée la sémantique dénotationnelle : les points fixes et les domaines. Dans ce
chapitre, nous revenons de maniére plus formelle sur ces notions.

5.1 Points fixes et ordres partiels complets

Au chapitre précédent, nous avons vu comment certaines dénotations impliquent la résolu-
tion d’équations récursives faite par approximations successives selon une approche impliquant
un calcul de point fixe. Nous nous sommes alors basés sur une théorie des opérateurs sur les
ensembles et de leurs points fixes.

5.1.1 Ensembles définis par des régles, opérateurs et points fixes

Un ensemble peut étre défini par des régles. Les instances de régles ont la forme (@/x)
ou la forme ({z1,x2,...,2,}/x). Une instance de régle s’applique a la dérivation d’éléments
nouveaux a partir d’éléments précédents. L’interprétation de la premiére forme d’instances de
régles est au’on peut dériver x a partir de ’ensemble vide d’éléments précédents, alors que la
seconde permet de dériver le nouvel élément x & partir des éléments x1, x2, ..., p.

Etant donné R un ensemble d’instances de régles, on note Ip 'ensemble défini par R
contenant précisément les éléments dérivables & partir des intances de régles. Les ensembles
définis par des régles sont trés utiles car ils permettent d’appliquer une approche inductive
pour les preuves de propriétés sur laquelle nous reviendrons plus loin. Le principe de base est
le suivant. Soit I un ensemble engendré par un ensemble de régles R. Soit P une propriété.
Alors Vxr € Ir.P(x) ssi pour toutes les instances de régles (X/y) dans R pour lesquelles X C Iy
on a (Vx € X.P(z)) = P(y).

Un ensemble @) est dit fermé sous ’ensemble d’instances de régles R, ou simplement R-
fermé, ssi pour toute instance de régle (X/y) € R, X C @ = y € Q. Un résultat important
est que I est le plus petit ensemble R-fermé, ou plus précisément : étant donné un ensemble
d’instances de régles R,

1. Ip est R-fermé, et
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2. si @ est un ensemble R-fermé, alors Ir C Q.
Une autre facon de voir un ensemble défini par des régles est de voir R comme déterminant
un opérateur R sur les ensembles qui, étant donné un ensemble B construit l’ensemble :

R(B) = {y|3X C B.(X/y) € R}

L’opérateur R fournit un moyen pour construire ’ensemble Ig. R est un opérateur mono-
tone, au sens ou A C B = R(A) C R(B). En appliquant 'opérateur R répétitivement & partir
de ’ensemble vide, on obtient une séquence d’ensembles :

Ay = R(@)=o

A = RY@)=R(®)
Ay = R*(2) = R(R(2))
A,; = R"(@),

Par la monotonicité de 'opérateur R, cette séquence d’ensembles forme en fait une chaine
Ag C A} C Ay--- C A, C .... En effet, on a nécessairement que @ C R(Z), de par la
nature de l'ensemble vide qui est inclus dans tout ensemble. La monotonicité de R assure
qu’en l'appliquant aux deux cotés de cette inclusion, on obtient R(&) C R(R(2)). On peut
appliquer ce raisonnement entre chacun des groupes de deux étapes consécutives ci-haut pour
obtenir la chaine d’inclusion des A;. Si on pose A =J . A,, ona:

1. A est R-fermé.

2. R(A) = A.

3. A est le plus petit ensemble R-fermé.

new

Ainsi, A = I, ou dit autrement Iy est le point fixe de 'opérateur R, noté fm:(R) et obtenu
par la construction :

fo(R) =def U Rn(@)

new

5.1.2 Ordres partiels complets

Bien que nous ne les ayions pas faites explicitement, les preuves des théorémes précédents
sur les points fixes d’opérateurs sur les ensembles sont basées sur une propriété essentielle
de R, sa finitude. En pratique, peu de définitions récursives s’avérent exprimables en termes
de points fixes d’operateurs sur les ensembles. Pour plus de généralité de facon & servir de
fondement & la sémantique dénotationnelle, il faut introduire la notion d’ordre partiel complet
et de fonction continue. En fait, il s’agit de généraliser I’ordre d’inclusion entre les ensembles
& des cas plus complexes.

Définition 5.1 (ordre partiel)

Un ordre partiel, aussi o.p., est un ensemble P sur lequel est définie une relation binaire C
qui est :

1. réflexive :Vpe PpLCp

2. transitive : Vp,q,r e PpCgAqCr=pCr
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3. antisymétrique : Vp,q € PpCgAqCp=p=q

Pour obtenir des constructions similaires aux points fixes des opérateurs sur les ensembles,
on doit aussi nous munir d’une notion de plus petite borne supérieure (PPBS) sur les ordres
partiels.

Définition 5.2 (borne supérieure)

Pour un ordre partiel (P,C) et un sous-ensemble X C P, un élément p est une borne
supérieure de X ssiVq € X.q C p.

On dit que p est une plus petite borne supérieure de X ssi

1. p est une borne supérieure de X, et

2. pour toutes les bornes supérieures q de X, p C q.

On note | | X la PPBS de X lorsqu’elle existe, et on écrit | |{di,...,d,} comme dyUdaU--- L
Am.

Définition 5.3 (ordre partiel complet)

Soit (D,Cp) un ordre partiel.

— Une w-chaine de l’ordre partiel est une chaine croissante dy Cpdes Cp ---Cp d, Cp ...
d’éléments de 'ordre partiel.

— L’ordre partiel (D,Cp) est un ordre partiel complet, aussi o.p.c., si toute w-chaine crois-
sante {d, | n € w} posséde une PPBS | [{d, | n € w}, aussi notée | |, dy.

- (D,Cp) est un o.p.c. «avec bottoms s’il est un o.p.c. et qu’il posséde un plus petit élément
1 p appelé «bottoms.

Muni de ces notions d’ordres partiels complets, il est nécessaire de définir une notion cor-
respondant aux opérateurs de notre approche précédente. Cette notion est celle de fonction
continue.

Définition 5.4 (fonction continue)

Une fonction f : D — E entre deux o.p.c. D et E est monotone ssiVd,d € D.dC d =
f(d) T f(d).

Une telle fonction est continue ssi elle est monotone et que pour toute chaine di Cp do CEp
-+ CpdyCp ... dans D on a :

new new

Une conséquence importante de cette définition est que toute fonction continue d’un o.p.c.
«avec bottom» vers lui-méme a un plus petit point fixe.

Définition 5.5 (point fize et pré-point fize)

Soit f : D — D une fonction continue sur un o.p.c. D, un point fize de f est un élément
d de D tel que f(d) = d. Un pré-point fize est un élément d de D tel que f(d) C d.

Théoréme 5.1 (point fize)

Soit f: D — D une fonction continue sur un o.p.c. D avec bottom. Définissons :
Fia(f) =[] (L)
Alors fix(f) est un point fize de f et le plus petit pré-point fize de f, c’est-a-dire :
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1. f(fix(f)) = fiz(f), et
2. si f(d) Ed alors fix(f) C d.
Par conséquence, fix(f) est le plus petit point fize de f.

5.1.3 Retour sur la sémantique dénotationnelle

En sémantique dénotationnelle, les «types de données» nécessaires & la définition d’une
sémantique seront modélisés & 'aide d’ordres partiels complets et les calculs seront modélisés
par des fonctions continues sur ceux-ci. L’intuition derriére cette utilisation de ces notions
formelles sera de voir les éléments des o.p.c. comme une information sur la dénotation d’une
phrase et 'ordre x C y comme une notion d’approximation de y par x. Dans cette intuition,
I’élément 1 dénotera l'absence totale d’information sur la dénotation. Il faut noter que tout
ensemble ordonnée par la relation d’identité constitue un o.p.c. Si on lui adjoint un élément |
plus petit que tous les autres éléments de ’ensemble, on obtient un o.p.c. avec bottom appelé
o.p.c. discret, ou plat.

L’utilisation de fonctions continues va permettre le calcul des dénotations par approxima-
tions successives via un calcul de point fixe. Si on reprend ’exemple de la sémantique des
énoncés de notre mini-langage impératif du chapitre précédent, ’ensemble 3 des états de la
mémoire céde sa place & I'o.p.c. discret avec bottom X | . Sur cet ensemble, on définit la fonc-
tion continue C[c] : ¥, — X, . Pour le calcul de Clwhile b do c], on remplace dans notre
raisonnement la fonction partielle par une fonction continue compléte en étendant la fonction
partielle par les paires (o, L) partout ou elle n’était pas définie. Le calcul du point fixe consiste
alors a définir une fonction initiale & partir des paires (o, o) telles que B[b] est fausse, étendue
partout ailleurs par (o, L) pour les états o tels que le test est vrai. Ensuite, le calcul de point
fixe va «peupler» cette fonction en remplacant peu a peu les paires (o, L) par des paires d’états
(c,0") obtenues en un tour de boucle, puis deux tours, etc.

5.2 Domaines

La théorie des domaines, c’est-a-dire des ordres partiels complets, est le fondement mathé-
matique de la sémantique dénotationnelle. Avec les fonctions continues, les domaines y joue
un role central dans la mesure oul il assure I'existence de solutions aux équations récursives
que 'on est amené & poser dans les définitions des fonctions sémantiques. Ces solutions sont
bien entendu obtenues par calcul de points fixes.

De nombreuses constructions bien connues donne naissance & des ordres partiels complets :
1. Tout ensemble ordonné par la relation d’identité est un o.p.c. discret.

2. L’ensemble P(X) des sous-ensembles d’un ensemble X ordonnée par la relation d’inclu-
sion forme un o.p.c., comme d’ailleurs tout treillis complet.

3. L’ensemble des entiers non-négatifs w étendu par co ordonné comme une chaine 0 C 1 C
-+ En C oo donne un o.p.c. dénommé §2.

4. L’ensemble des fonctions partielles f : X — Y entre deux ensembles X et Y ordonné
par l'inclusion forme aussi un o.p.c.

Les fonctions continues sont également courantes dans le paysage methématique. En par-
ticulier, toutes les fonctions d’un o.p.c. discret vers un o.p.c. sont continues. Par ailleurs :

1. La fonction identité Idp sur un o.p.c. D est continue.
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2. Soient f: D — F et g: EF — F des fonctions continues sur des o.p.c. D, E, et F. Leur
composition go f : D — F est continue.

L’utilisation d’o.p.c. et de fonctions continues dans les sémantiques dénotationnelles n’est
donc pas une restriction insurmontable.

5.2.1 Motivation

Outre leurs propriétés mathématiques intéressantes dans la résolution des équations récur-
sives, les o.p.c. et les fonctions continues ont une justification plus directe et intuitive dans la
sémantique des langages de programmation. Un exemple significatif est celui du calcul sur les
séquences, une structure de données que I'on rencontre souvent dans les entrées interactives a
des programmes.

Considérons les séquences de symboles 0 et 1 comme une équence de symboles pouvant se
terminer par un symbole particulier, ici #. Vu comme des entrées interactives, une séquence
peut croitre sans borne tant que le symbole de fin # n’a pas été rencontré. Une séquence peut
aussi demeurer finie sans étre terminée si par exemple le dispositif d’entrée ou une connexion
tombe en panne, ou encore si un processus fournissant les données d’entrée entre se met &
boucler indéfiniment.

Un ordre partiel intuitif existe sur les séquences : une séquence s est inférieure & une
séquence s’ si s est un préfixe de s'. L’élément bottom est alors la séquence vide, notée e. 11
y a des séquences maximales, 0101#, et des séquences infinies 0000. .., notée 0“. Appelons
cet 0.p.c. S et essayons de définir la fonction isone : S — {true, false} qui retourne vrai si la
séquence d’entrée contient un 1 et faux sinon. Clairement, isone(0000#) doit retourner faux,
mais que dire de isone(000) ? On voudrait que le résultat ne soit pas faux car la séquence n’est
pas terminée, mais il ne peut étre vrai car aucun 1 n’apparait dans la séquence. On aimerait
disposer d’une valeur | interprétée comme «ne sait pas», puisque la séquence peut encore
croitre.

L’o.p.c. discret avec bottom T est construit sur la base de ’ensemble des valeurs de vérité
auquel on adjoint I’élément | et que ’on munit de 'ordre C tel que L © 1, 1 C true, L C
false, true C true, false C true. On définit alors la fonction isone : S — T telle que :

isone(1s) true

isone(0s) = isone(s)

isone(#) = false
isone(e) = L

Mais méme cette définition n’assure pas la continuité de la fonction isone. Comment traiter
le cas de 0“ ? On serait tenter de retouner faux, mais la fonction ne serait pas calculable puisque
pour s’assurer que l'entrée est bien 0“, il faudrait examiner une infinité de symboles. On choisit
plutdt isone(0¥) = L. Ainsi, puisque 04 = | | _ 0", et puisque Vn.isone(0") = L la fonction
isone ne sera continue que si on choisit :

new

isone(0¥) = isone( |_| 0") = |_| isone(0") = L

new new

La continuité de la fonction isone est donc assurée par 'utilisation judicieuse d’o.p.c. comme
domaine et codomaine, et il devient possible de I'utiliser dans une expression faisant 1’objet
d’un calcul de point fixe.
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5.2.2 Domaines primitifs et domaines construits

Il existe une grande variété d’ordres partiels complets ou domaines parmi lesquels puiser
pour construire les dénotations des phrases dans les sémantiques des langages de programma-
tion. Tout ensemble peut servir a la construction d’un domaine discret, comme nous 1’avons
vu. De facon générale, de nouveaux domaines peuvent étre développés ex nihilo, en définis-
sant une relation d’ordre appropriée sur un ensemble d’éléments. Mais l’expérience montre
par ailleurs que les domaines couramment utilisés dans les sémantiques présentent une grande
régularité dans leur construction.

Ces constructions représentent les constructions courantes sur les données que sont les
produits cartésiens, les sommes disjointes (I'union de C) ou encore les espaces de fonctions.
Cette observation a donnée naissance & une espéce d’«algébre» des domaines avec des opé-
rateurs dont la sémantique est de construire de nouveaux domaines a partir de domaines
précédemment définis. Dans la plupart des sémantiques utilisant des concepts computation-
nels courants, cette «algébre» des domaines suffit & construire tous les domaines nécessaires
pour en construire la sémantique. Nous voyons maintenant les principaux domaines de base
ainsi que les principales constructions de cette «algébre» des domaines.

Domaines de base

— I est le domaine singleton contenant 'unique élément 1y.

— O est le domaine a deux valeurs contenant les éléments L et T.
Valeurs de vérité

— T est le domaine & trois valeurs L true, et false, muni de l'ordre partiel : 1L T 1, 1 C
true, L C false, true C true, false C true.

— Tout domaine discret d est muni d’un prédicat d’égalité e; =4 ez qui retourne L si e
ou es est g4, sinon elle retourne true ou false. Ce prédicat est une fonction monotone
et continue ssi d est un domaine discret.

— if e; then e else e3 endif requiert que e; soit une valeur du domaine T et que e et e3
soient des valeurs d’'un méme domaine d. Elle dénote e si e; = true, es si e; = false et
J_d si €1 = J_T.

Nombres naturels
— N est le domaine discret de nombres naturels auxquels est adjoint un élément L.
— Les fonctions usuelles sont étendues de facon stricte! dans tous leurs arguments a N .
Domaines de fonctions

— di — do dénote le domaine des fonctions continues du domaine dénoté par d; vers le
domaine dénoté par da. On a f Ty, 4, g ssi Vo € dy.f(z) Cg, g(x).

— Az € d.e dénote la fonction continue f définie en prenant f(x) = e ol x provient du
domaine d.

— (e1 e2) dénote le résultat de 'application de la fonction f : d — d’ dénotée par e; sur la
valeur x € d dénotée par es.

— id, dénote la fonction identité sur le domaine d.

— e1 0 eg dénote la composition des fonctions fi : d — d’ et fo : d — d” dénotées respecti-
vement par e; et eg, telle que Vo € d.ej o ea(x) = e1(ea(x)).

— fix; dénote 'opérateur de point fixe pour le domaine d; cet opérateur appliqué & une
fonction f : d — d retourne la plus petite solution z telle que = = f(x).

— dyo— do dénote la restriction de d; — dy aux fonctions strictes.

— stricty; dénote la fonction qui prend une fonction dans d; — ds et retourne la fonction
stricte correspondante dans d, ol d = dyo— das.

1Une fonction stricte est une fonction qui évalue tous ses arguments. En terme de domaine, cela veut dire
que si I'un des arguments est L alors son résultat doit aussi étre L.
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(...) construction de liste

Lk kth membre de la liste | (partant de 1)

#l longueur de la liste /

gt concaténation des listes [ et ¢

[Tk retirer les k premiers membres de la liste [

x |p projection de la valeur z d’un domaine somme quelconque dans sa

composante D

inD(z) injection de la valeur z dans le domaine somme D

on;(x)  projection de la valeur z d'un domaine produit quelconque dans son iéme
composante

F1G. 5.1 — Résumé de la notation utilisée

Domaines produits

— dy Xds...xd, dénote le produit cartésien des domaines dj, ds, ..., d,, pour tout n > 2.
On a ('Tla s ,.’L’n) Edlxdg...xdn (yl, s 7yn) ssi ; Edi Yy; pour 1= ]-a cees
- (e1,...,e,) représente le n-tuple formé des composants ey, ..., €,.

- onf dénote la fonction de projection d — d; d’une valeur du domaine produit d vers son
i® composante (on omet de mentionner le domaine somme d lorsque le contexte ne risque
pas d’engendrer de confusion).

- di ®dy...®d, dénote le produit cartésien discrétisant telle que tout n-tuple contenant
une valeur L, est identifié & 14, gd,. @4, Ainsi, le produit cartésien discrétisant de
domaines discrets est lui-méme discret.

— ony dénote la fonction qui prend une valeur d’un domaine produit dy X ds ... X d,, et qui
retourne la valeur correspondante du domaine produit discrétisant di ® ds ... ® d,,.

Domaines sommes

—dy+ds...+ d, dénote la sommes séparée de domaines d comprenant toutes les valeurs
(distinguables) des domaines de la somme, auxquelles est adjoint un nouvel élément
Ld,+dy..+d,- Les éléments de d provenant des différents domaines d; sont incomparables
dans d.

—d; ®dy... ®d, dénote la somme unifi¢e des domaines ol toutes les valeurs L, sont
unifiées & la valeur Lg ad,. ad,-

— in? dénote la fonction d’injection d’une valeur d’un domaine d; dans le domaine somme
d=dy+dy...+d, (ou dl@dQ@dn)

— x |g, dénote la projection d’une valeur z € d; + dz ... + d,, dans la valeur z; telle que
x = in?(z;).

Domaines listes

— d* dénote le domaine des listes de longueur finie composées d’éléménts dans le domaine
d sauf 1. Les listes de longueurs différentes sont incomparables par C.

La figure 5.1 résume les principales notations utilisées dans les sémantiques dénotationnelles

des prochains chapitre pour manipuler les valeurs de domaines courants.

5.3 Un modéle pour le \-calcul

Le modeéle du A-calcul le plus simple est le modéle F,, di a Plotkin. Rappelons qu’un
modéle associe un objet mathématique & chaque terme dans la théorie. Pour établir cette
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correspondance, la construction suit de prés la syntaxe des A-termes. On cherche une fonction
sémantique qui respecte :

[z]p = p(z)

[MN]p (IM]p)([NTp)
[Az.M]p = de D [M](p;(z,d))

oll p représente un environnement de liaison des variables et d € D +— e représente une fonction
prenant un argument d de type D. La notation p(z) désigne la valeur associée a la variable z
dans p et p; (z, d) représente ’environnement p étendu par la liaison de z a la valeur d.

Tout modeéle du A-calcul cherche & proposer un domaine D dont les éléments constitueront
les dénotations des A-termes. La principale difficulté est 'auto-application des termes sur eux-
mémes. Cette auto-application force & faire en sorte qu’une fonction f représentée par un
élément de D ait en méme temps pour type D — D. On doit donc trouver un domaine D tel
que D=D — D.

Voici la contruction du modéle P,, de Plotkin. Soit P,, ’ensemble des parties de IN ordonnées
par linclusion. On obtient un ordre complet, donc a fortiori un ordre partiel complet. Une
fonction f : P, — P,, est continue si et seulement si :

fa)=J{f(a) | afini Ca}

Cette propriété est intéressante car elle implique que n € f(x) ssi il existe une partie finie
a de x telle que n € f(a). On peut donc représenter f par I’ensemble de ces couples (a,n) tels
que n € f(a). L'intérét de cette propriété est donc que f étant représentée par des ensembles
d’objets finis, il est possible d’encoder ces objets sous forme d’entiers, et donc représenter f
par des éléments de P,,. Une partie finie a = {i1, ..., 4, } est encodée par entier m = Y 7_, 2%.
Le décodage de m, noté e,,, reconstruit a en faisant la liste des positions des '1’ dans la
représentation binaire de m. On dispose par ailleurs d'un codage () : IN?> — IN. Le couple
({i1,...,in},n) est donc codé par (m,n), qui lui-méme est codé par 'entier (m,n); ce double
codage est bijectif.

Une fonction continue f : P, — P,, peut donc étre encodée par un ensemble d’entiers, et
donc un élement de P,,. Soit :

G(f) ={{m,n) [ n € f(em)}

L’interprétation de ’application ab, pour a,b € P,,, consiste alors & rechercher dans a ’entier
représentant le couple dont le premier élément est inclut dans b et & retourner le second élément
de ce couple :

ab={n € IN|(Je,, Cb)(m,n) € a}

Muni de ces définitions, on peut maintenant compléter la fonction sémantique donnant la
correspondance entre A-termes et éléments de P, :

[z]p = p(z)
[MN]p ([M]p)([N]p)
= {n € IN|(3e, C [N]p)(m,n) € [M]p}
[A\z.M]p = G(a€ P, [M](p;(z,a)))
= G({i1,.rin} € Py — [M](p; (2, {i1, ., in})))

= {{m,n) [m =7 2% An e [M](p; (x,em))}

k=1



Chapitre 6

Outils pour la construction de
sémantiques dénotationnelles

Depuis plus de vingt ans, 'approche dénotationnelle a été appliquée & la définition de
la sémantique de nombreux langages de programmation, que ce soit des langages ipératifs,
fonctionnels ou & objets. Ces diverses applications ont permis d’acquérir une pratique de
cette approche et de développer des techniques devenues maintenant usuelles pour définir
la sémantique des différentes constructions syntaxiques qui se répétent d’un langage a un
autre. Certes, rien n’interdit de développer ses propres techniques. Mais, comme dans d’autres
domaines, la sémantique formmelle vise I’échange d’idées entre concepteurs et implanteurs de
langages. L’utilisation d’idomes connus rend la communication plus efficace. Dans ce chapitre,
nous allons donc voir quelques unes des techniques les plus connues dans la définition de la
sémantique dénotationnelle des langages impératifs.

6.1 Un langage impératif

Notre étuede va porter sur un langage impératif de facture trés classique dont la syntaxe
abstraite est donnée a la figure 6.1. Ce langage propose trois types de données primitifs : les
nombres, les caractéress et les booléens. Syntaxiquement, nous ne détaillons pas la forme des
nombres et des caractéres. Les constantes booléennes vrai et faux ont pour syntaxe true et
false respectivement.

Les expressions de base de ce langage impératif sont formées soit d’un littéral, soit d'une
variable, soit de I’application d’un opérateur monadique (om) & une sous-expression, soit de
Papplication d'un opérateur dyadique (od) & deux sous-expressions. Les opérateurs monadiques
et dyadiques comprennent les opérateurs artihmétiques et booléens classiques. Nous n’avons
défini qu’un seul opérateur de comparaison, ’égalité; les autres opérateurs de comparaison
(inégalités) se traitent de maniére similaire & ce dernier.

Cinq expressions particuliéres viennent enrichir ces expressions de base. L’expression de
choix (choix e e e) est une expression d’alternative & la Scheme, qui aura pour résultat le
résultat de sa partie alors si le test s’évalue & vrai et celui de sa partie sinon autrement. Cette
expression est analogue au if de Scheme, mais aussi & 'opérateur '_ 7 _ : _’ de C et de Java.
L’expression (soit dc dans e) permet d’introduire des déclarations de constantes locales a
des sous-expressions, éventuellement récursive, de maniére analogue au letrec de Scheme. Une
déclaration de constantes (dc) se présente comme une séquence de déclarations individuelles
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Domaines syntaxiques :

n € Num
car €  Caractéres
k e Littéraux
v € Identificateurs
om €  OpérateursMonadiques
od €  OperateursDyadiques
e € Expressions
dc € DeclarationConstantes
dp € DeclarationParametre
decv €  DeclarationVariables
t € Type
¢ € Commandes

p € Programmes

k= true | false | n | car
om = - |-
od == +| — | x| = | A]|] V] =
e u= k|v]|ome]|eode]| (choix e e e) | (soit dc dans e) |
(fun (dp) e) | e (Ce) | (proc (dp) ¢)
de == wval v e | dc; dc | rec dc
dp == valv it | var vt
decv = wvar v t | decv , decv
t == bool | num
¢ == skip | e := e | ¢; ¢ | alternative e ¢ ¢ | tantque e ¢

begin dv; ¢ end | e (e) | liree | ecriree

p = prog dc c

FiG. 6.1 — Domaines syntaxiques le mini-langage imperatif

séparées par des points-virgules. Une déclaration individuelle est soit la déclaration d'une
valeur introduite par le mot-clé wal et suivi d’'un nom de variable et d’un expression, soit une
déclaration récursive introduite par le mot-clé rec suivie d'un séquence de déclarations.

Les formes syntaxique (fun (dp) e) et (proc (dp) e) permettent de créer des fonctions
et des procédures. Dans les deux cas, une déclaration de paramétres permet de définir le
paramétre de la fonction ou de la procédure. Sans perte de généralité, nous nous limitons
donc & des fonctions & un seul argument. Un paramétre introduit par le mot-clé val est
un parameétre en entrée passé par valeur alors que celui introduit par le mot-clé var est un
paramétre en entrée/sortie passé par référence. La forme syntaxique e ( e ) est 'application de
la fonction résultant de la premiére sous-expression au résultat de la seconde sous-expression.
Une déclaration de parameétre fait aussi apparaitre un type.

La déclaration de variables est une liste de déclarations individuelles, chacune introduite
par le mot-clé var suivi d'un nom de variable et de son type.

Les énoncés (aussi appelés traditionnellement commandes) comportent la commande skip,
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qui ne fait rien, 'affectation, et la séquence, c’est-a-dire une suite d’énoncés séparés par des
points-virgules. L’énoncé d’alternative, de forme alternative e ¢ c¢ est formée d’une
expression booléenne et de deux commandes en partie alors et sinon. L’énoncé de répétition,
de forme tantque e ¢, comprte une expression booléenne contrdlant la répétition et le corps
de la répétition qui est un énoncé. Un bloc, de la forme begin dv; c¢ end, est délimité par
les mots-clés begin et end et il est constitué de délcarations de variables suivies d’un énoncé.
L’appel de procédure prend une forme similaire & I’appel de fonction. Les deux derniers énoncés
sont des énoncés d’entrée/sortie. L’énoncé lire e lit une valeur et la range dans la variable
passée en paramétre. L’énoncé ecrire e écrit le résultat de son argument.

Un programme est introduit par le mot-clé prog et il est constitué d’une série de déclarations
de constantes et d’un énoncé évaluer dans le contexte de ces déclarations.

6.2 Choix des domaines sémantiques

La définition des domaines sémantiques apparait a la figure 6.3. Cette définition est intime-
ment lié au choix de mise en ceuvre des fonctions de valuations. Certains des choix ne seront
donc complétement justifiées que par la suite.

Les domaines pour les littéraux sont pour la plupart non-spécifiés.! Pour les besoins du
reste de la sémantique, on fait tout de méme apparaitre le domaine T des valeurs de vérités
que nous avons présenté comme un domaine standard au chapitre précédent. Le domaine V,
pour values, réunit sous la forme d’une somme de domaines toutes les valeurs des constantes
du langage.

La définition des domaines sémantiques pour un langage de programmation s’organise
autour de quelques domaines, appelées domaines sémantiques caractéristiques, qui jouent un
role crucial dans la définition de la sémantique du langage. Ces domaines sont également
les premiers que vont analyser les concepteurs et implanteurs de langages pour se faire une
idée de la puissance d’expression d'un nouveau langage. De fagon & simplifier ’analyse des
sémantiques, les sémanticiens observent donc une régle de nommage de ces domaines qui en
facilite le repérage rapide.

Le premier domaine caractéristique pour un langage est le domaine V, pour values, qui in-
dique '’ensemble des constantes que l’on peut exprimer syntaxiquement dans un programme.
Dans notre langage impératif, les constantes exprimables directement sont celles de type nu-
mérique (sans plus de détails sur le fait que ce soient des entiers relatifs, des réels, etc.), des
booléens et des caractéres. Il s’agit 14 de constantes assez standard.

Le second domaine caratéristique est le domaine EV, pour ezpression values, qui indique
I’ensemble des valeurs qui peuvent résulter de 1’évaluation d’une expression. Généralement
toutes les valeurs constantes du langage, c’est-a-dire V, font partie de EV. Une variable
étant une expression, toute valeur pouvant étre rangée dans une variable est aussi dans EV.
L’application de fonction étant aussi une expression, toute valeur retournable comme résultat
d’une fonction doit aussi faire partie de EV. Enfin, notre langage prévoit des expressions pour
créer des fonctions et des procédures ; les valeurs exprimant fonctions et procédures font donc
aussi partie de EV.

Parmi les valeurs de EV, on distingue généralement deux sous-domaines : les domaines
LV, pour left-values, et RV, pour right-values. Cette distinction est introduite par 1’énoncé

!'Dans ce cas, il s’agit d’une pratique courante qui évite de cacher ’essentiel de la sémantique sous une
masse de détails simplistes.
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V : pour wvalues, c’est-a-dire les valeurs qui peuvent étre directement exprimées
dans le langage (littéraux).

EV : pour expression values, c’est-a-dire les valeurs qui peuvent résulter de 1’éva-
luation d’une expression.

DYV : pour denotable values, c’est-a-dire les valeurs qui peuvent étre désignées par
un identificateur (constantes, fonctions, types, etc.).

PV : pour parameter values, c’est-a-dire les valeurs qui peuvent étre passées en
paramétres & une fonction ou une procédure.

FV : pour function values, c’est-a-dire les valeurs qui peuvent étre retournées
comme résultat d’une fonction.

SV : pour storable values, c’est-a-dire les valeurs qui peuvent étre rangées dans
un emplacement mémoire.

LV : pour left-values, c’est-a-dire les valeurs pouvant apparaitre & gauche d’une
affectation.

RV : pour right-values, c’est-a-dire les valeurs pouvant apparaitre a droite d’une
affectation (dont nécessairement SV).

FiGc. 6.2 — Domaines sémantiques caractéristiques

d’affectation, les valeurs a gauche étant celles utilisées & gauche de l'affectation alors que les
valeurs & droites sont celles utilisables & droite de I'affectation. Dans notre syntaxe, nous avons
permis d’utiliser une expression & gauche d’une affectation. Cela permet une plus grande flexi-
bilité dans l'utilisation d’une affectation® ou encore nous permettrait d’introduire facilement
les tableaux et donc l'indicage en partie gauche de ’affectation.

Tout langage de programmation donne la possibilité de désigner certaines entités par des
identificateurs. Bien entendu, cela inclut les variables, qui seront traitées plus particuliérement
ensuite, mais plus généralement la désignation de fonctions et procédures par des noms, voire
des constantes ou des types. Le troisieme domaine sémantique caractéristique est celui des va-
leurs que l'on peut désigner ainsi par un identificateur dans le langage est DV, pour denotable
values. Dans notre langage, les valeurs de DV sont les mémes que celles dans EV.

Lorsque le langage permet de définir des fonctions et des procédures, ’appel de fonction
ou de procédure nécessite le passage de parameétres réels. Le quatriéme domaine sémantique
caractéristique est PV, pour parameter values, des valeurs que ’on peut passer en parameétres
aux fonctions et procédures. Les questions intéressantes que 1’on se pose généralement en
examinant PV est de savoir s’il permet le passage par référence, et s’il permet le passage de
fonctions ou de procédures.

Lorsque le langage permet la définition de fonctions ou de procédures fonctionnelles, le
domaine FV, pour function values, est un domaine sémantique caractéristique indiquant les
valeurs pouvant étre retournées comme résultat d’une fonction.

Pour gérer les variables, on utilise la mémoire, appelée en anglais store. Le domaine sé-
mantique caractéristique qui définit les valeurs que ’on peut ranger dans les variables est le
domaine SV, pour storable values. On limite le domaine SV aux valeurs que peut contenir un
emplacement mémoire. Dans le cas de notre langage, cela inclut les nombres, les valeurs de

2Cela permet d’écrire des choses comme ’choix (x = y) x y = 2 * y’ qui affectera la valeur de 2 * y’ &
la variable x ou y selon que les deux variables sont égales ou non.



6.3 Identificateurs, environnements et mémoires 57

Domaines sémantiques :

Domaines pour les littéraux et les domaines sémantiques caractéristiques :

T ¢ T = {Llg,true, false}
n € Num = non-spécifié
c¢ch € Char = non-spécifié
v € V = T & Num & Char
w € SV = T & Num & Char
in € In = SV*
out € Out = SV*
FV = VoFaoP
f e F = S—PV-FV
proc € P = PV (In®0ut®S) —» In® Out ® S)
¢ e LV = Loc
e € EV = VoFoLVeP
0 € DV = VoFoLVeP
9 € RV = VoFoP
T € PV = VegFaeLVeP
Domaines sémantiques pour les environnements et les mémoires :
t e O = {lo, T}
v € Ide = non-spécifié
p ¢ Pointer = non-spécifié
l € Loc = Pointer ® O
p € Env = Ide — (DV @ O)
o € S = Loc— (SVaT)

Fi1G. 6.3 — Domaines sémantiques pour notre langage imperatif

vérité et les caractéres.

La figure 6.2 résume la définition des domaines sémantiques caractéristiques, tandis que la
figure 6.3 donne leur contenu pour notre langage impératif simple. Cette seconde figure donne
aussi le contenu d’autres domaines sémantiques importants :

— In et Out qui sont les domaines des valeurs passées en entrée et obtenues en sortie du

programme, c’est-a-dire le fichier d’entrée standard et le fichier de sortie standard,

— F qui est le domaine des valeurs représentant les fonctions, de méme que

— P qui est le domaine des valeurs représentant les procédures.

Dans le cas de F, on voit que la fonction prend ’état mémoire (S) en paramétre mais
ne le retourne pas en résultat; cela vient du fait que I’état sert & obtenir les valeurs des
variables, mais que la fonction ne peut pas faire de modifications & cet état. Les procédures
sont représentées par des fonctions prenant en paramétre la mémoire, le fichier d’entrée et le
fichier de sortie et retourne un nouvel état mémoire, un nouvel état du fichier d’entrée et un
nouvel état du fichier de sortie. La procédure peut donc faire des affectations, lire une valeur
et écrire une valeur.

6.3 Identificateurs, environnements et mémoires

La plupart des langages de programmation utilisent aujourd’hui une notion de portée des
variables dite statique. La portée d’une variable est par définition la portion du programme
dans laquelle une référence & une variable donnée est possible. La notion de portée statique a
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été introduite au chapitre 2 dans le contexte de Scheme.

Pour donner une sémantique a cette notion de portée statique, les sémanticiens utilise un
technique qui découple la liaison d’un nom de variable & une adresse mémoire, une notion.
Cette liaison est statique puisqu’elle dépend essentiellement du texte de programme et non
de 'exécution. La liaison de I'adresse mémoire au contenu du mot mémoire correspondant est
par contre une notion dynamique puisque 1’état de la mémoire change au cours de I’exécution
d’un programme. Lorsqu’une référence & une variable apparait dans un programme, retrouver
la valeur correspondante est réalisé par un mécanisme en deux temps : retrouver 1’adresse
mémoire & laquelle est liée la variable dans le contexte courant, puis retrouver le contenu
associé & ’adresse mémoire identifiée.

La liaison entre variables et adresses mémoire est traditionnellement réalisé par un envi-
ronnement. Un environnement est une fonction qui prend un nom de variable et qui retourne
I’adresse & laquelle est liée ce nom de variable & I’endroit ou la référence a cette variable est
faite dans le programme. La liaison entre les adresses mémoire et la valeur contenue dans le
mot mémoire correspondant est traditionnellement réalisée par 'intermédiaire d’une mémoire,
appelée en anglais store. Le mécanisme de référence & double détente décrit ci-haut revient
donc & : o
mémoire

. env
variable — adresse valeur

Environnements

Les environnements sont donc modélisés par des fonctions prenant un identificateur et
retournant la valeur & laquelle cet identificateur est lié. Outre les variables déja discutées,
I’environnement doit plus généralement servir a la liaison de tout identificateur & une valeur
dénotable dans DV. Cette notion est plus générale que celle de variable dans la mesure o elle
doit nous permettre de traiter la définition de constante, introduite dans notre langage par
lexpression ’soit ... dans ...". Puisque le domaine DV inclut les valeurs & gauche (adresses),
si un environnement lie un identificateur & une valeur dans DV, nous allons pouvoir traiter a
la fois la lisiaon des constantes et celle des variables.

Maintenant, une question qui se pose est quel statut peut avoir une variable dans un
certain environnement? On a choisi de distinguer le cas ou la variable n’est pas définie dans
I’environnement et le cas ou la variable est définie multiplement sans qu’une priorité n’ait
été donnée a l'une ou 'autre des définitions® Lorsqu’une variable est définie multiplement
mais que 1'une des définition a priorité sur 'autre (comme une variable locale qui masque une
variable globale), c’est la définition prioritaire qui sera choisie.

Ainsi, plutot que de simplement retourner la valeur associée a une variable (dans DV),
la fonction représentant un environnement pourra aussi retourner 1'un des deux marqueurs
{Llo, T} € O ou T dénotera le fait que 'identificateur n’est pas défini dans I’environnement
alors que 1o dénotera le fait que l'identificateur est multiplement défini. L’environnement p
est donc une fonction dont le type est :

p € Env =1Ide — (Loc® O)

L’identificateur void désigne ’environnement vide et il est défini par :
void : : Env
void = Av.in(DV @ O)(T)

3Ce qui sera interdit dans la plupart des cas, mais qui peut mener & des messages d’erreur différents.
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Cette fonction retourne toujours T, comme il se doit.

Les fonctions bound et binding servent respectivement & consulter un environnement pour
retrouver la valeur associée a une variable et & étendre un environnement par une nouvelle
liaison d’une variable & une valeur dans DV. bound rtournera toujours une valeur dans DV ;
cette vameur sera 1 py sil’identificateur n’est pas défini ou est défini multiplement sans ordre
de priorité :

bound : : (Ide ® Env) — DV

bound =
Ay, p). case tmp = p(v) of
180 ?= 1lpv,
isDV 2= tmp |pv
endcase

La forme case utilisée ici permet de veérifier 'appartenance d’une valeur d’'un domaine
somme & 1'une ou 'autre des parties de la somme. Dans le cas présent, le résultat d'un envi-
ronnement est une valeur dans DV ® O ; le case permet donc de vérifier si le résultat de p(v)
est dans DV ou O.

La fonction binding prend un identificateur v, une valeur § et un environnement p, et
produit un environnement étendu, c’est-a-dire une fonction qui prend un identificateur vy et
qui retourne 0 si v est égal & 11 ou p(v1) sinon :

binding : : (Ide ® DV) — Env

binding =
Ay, 0). A vy, ifv) = v
then in(DV & O)(9)
else in(DV & O)(T)
endif

Les fonctions overlay et combine servent toutes les deux & prendre deux environnements
et & les combiner pour en produire un seul. La fonction overlay réalise cette combinaison en
permettant aux liaisons du premier environnement de masquer celle du second environnement.
Cette forme de combinaison est utilisée, par exemple, lorsqu’il faut étendre ’environnement
courant avec les liaisons des paramétres formels d’une fonction & ses paramétres réels. La
fonction combine ne permet pas la redéfinition d’une variable; cette forme de combinaison
est utilisée lorsqu’il faut traiter I’ensemble des liaisons introduites par une expression soit ou
encore par une liste de déclaration de variables dans un énoncé begin.

overlay : : (Env ® Env) — Env

overlay =
Ap, p1)-Av. case tmp = p(v) of
isO 2= pi(v),
isDV 2= tmp
endcase

combine : : (Env ® Env) — Env

combine =
Ap, p1)-Av. case tmp = p(v) of
isO 2= pi(v),
isDV 2= case tmp;, = p1(v) of
1sO 2= tmp ,
isDV 2= in(DV @ 0)(Lo)
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endcase
endcase

La mémoire (ou store) est aussi modélisée par une fonction prenant une adresse mémoire,
du domaine Loc, et qui rend normalement une valeur contenue dans 1’espace mémoire ainsi
adressé, du domaine SV. Cependant, comme pour l’environnement, il est utile de diposer de
marqueurs pour distinguer un espace mémoire libre, d’un espace mémoire alloué mais non
encore initialisé, d’'un espace mémoire alloué et contenant une valeur significative. Pour cela,
on construit le domaine des valeurs contenues dans la mémoire en prenant la somme des
domaines SV et T. Dans ce cas, les valeurs du domaine T vont servir, pour false, & dénoter
I’espace mémoire libre et pour true ’espace mémoire alloué mais non intialisé. La mémoire
est donc une fonction dont le type est :

o € Loc— (SVaeT)

A partir de cette description, il apparait clairement que la la mémoire vide est représentée
par la fonction qui pour toute valeur dans Loc retourne la valeur false injectée dans le domaine
somme SV&@ T :

empty-store = A.in(SV @ T)(false)

Les fonctions store et stored jouent ici le méme role que les fonctions binding et bound
pour les environnements : la liaison d’une adresse & une nouvelle valeur et la consultation d’un
espace mémoire a partir d’une adresse.

store =
AMLw,o) . ifl=p,. L
then in(SV @ T)(w)
else o(ly)
endif

stored =
Al o). let tmp = o(l)
in if isT 2(tmp)
then 1gy
else tmp |gv
endif

La fonction stored retourne la valeur 1 g dés que ’emplacement mémoire consulté est libre
ou non initialisé.

La gestion de la mémoire est réalisée a 1’aide des quatre fonctions location, reservation,
allocation et free. La fonction location prend un état mémoire et retourne l'adresse d’un espace
mémoire libre. Cette fonction n’est pas spécifiée, laissant libre I'implanteur de la réaliser au
mieux sur le matériel choisi pour implanter le langage :

location(o) = unspecified

La fonction reservation prend une adresse et un état mémoire dans lequel cette adresse
désigne un espace mémoire libre, et retourne un nouvel état mémoire dans lequel 1’espace
désigné par l'adresse est marqué comme alloué mais non-initialisé :

reservation =



6.4 Expressions 61

A o) Ny ifl=ygo. I
then in(SV & T)(true)
elseo(ly)
endif

La fonction allocation sert & allouer un espace mémoire pour conternir la valeur d’une
variable. Elle consiste & requérir ’adresse d’un espace mémoire libre et & réserver cet espace.
Elle retourne ’adresse de I’espace mémoire alloué et 1’état mémoire résultant de la réservation :

allocation =
Ao. let I = location(o)
in (I, reservation(l, o))

Enfin, la fonction free sert & libérer un espace mémoire préalablement alloué. Il suffit pour
l’adresse donnée de construire un nouvel état mémoire dans lequel ’espace ainsi désigné va
maintenant contenir la valeur false :

free =
AMLo) L. ifl=p.. 1
then in(SV @ T)(false)
else o(ly)
endif

6.4 Expressions

Les expressions sont traitées par le fonction sémantique £ dont les équations sémantiques
sont regroupées & la figure 6.8. Une expression s’évalue dans un contexte qui comprend un
environnement courant et un état mémoire courant. Cette évaluation retourne une valeur dans
le domaine EV comme il se doit. La signature de £ est donc :

€ :: Expressions — (Env ® S) — EV

Considérons chacun des cas dans 'ordre. Le traitement des constantes consiste simplement
a trouver la valeur sémantique (dans V) correspondant & la valeur exprimée syntaxiquement
(k € Littéraux) ; cette valeur est simplement injectée dans le domaine EV :

E[K] = Mp, o). inEV (LK)

Pour les identificateurs, il suffit de consulter I’environnement courant. De deux choses l'une :
soit identificateur est 1ié & une constante, une fonction ou une procédure, et alors cette valeur
devient immédiatement disponible, soit l'identificateur est celui d’'une variable et alors c’est
l’adresse de I’emplacement mémoire alloué pour cette variable qui est retournée (toutes valeurs
dans DV injectée dans EV). On ne déréférence pas la variable, dans la mesure ot dans certain
contexte (gauche de l'affectation, passage par référence, etc.), on peut avoir besoin de cette
adresse plutdt que de la valeur de la variable.

Elv] = Mp,0).bound(v, p)

Le traitement des expressions construites a partir d’opérateurs monadiques et dyadiques
utilisent des fonctions définies sur les domaines des litéraux de base Num et T. Les opérateurs
étant des catégories syntaxiques a part, on définit deux fonctions sémantiques OM et OD qui
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OM :: OpérateursMonadiques — EV — EV
OM[ -] = NeinEV (inV (0 — € |y |nvarm))
OM[ -] = re.inEV(inV (—¢ |v|x))

OD :: OpérateursDyadiques — (EV ® EV) — EV
OD[+] = Me,e1). mEV(inV (€ |v|num +€1 |v|Num
OD] — ]| = A, e1).inEV (inV
OD[ x| = A(e,e1). (
OD[ + ] = Me,e1). mEV(inV (€ |v|num ~€1 |v|Num
OD[ A ] = Ae,e1).mEV(inV(e |v|r A el lvir))

(,1). (

)- (

)
' nV (€ |vInum —€1 v |num))
/ ' )
)

(
inEV(inV (¢ |v|nam X€1 |v|Num
(

=

~
3

OD[V] = Ae,e1).nEV(inV(e vlr Vet lvlr))
OD[ =] = A, e1).mEV(inV(e = £1))

=

F1G. 6.4 — Fonctions de valuation des opérateurs (monadiques et dyadiques)

vont lier les opérateurs syntaxiques a la fonction qu’ils dénotent. Les équantions sémantiques de
ces deux fonctions sémantiques apparaissent a la figure 6.4. Le traitement des expressions avec
opérateur monadique consiste donc & trouver la fonction dénotée par 'opérateur syntaxique,
& évaluer l'expression sur laquelle 'opérateur est appliqué, et a appliquer la fonction sur le
résultat de cette évaluation. Il convient cependant de bien gérer les conversions d’'un domaine
a ’autre pour respecter les types des fonctions. Pour les opérateurs dyadiques, le précédés est
similaire & ceci prés qu’il y a deux sous-expressions & évaluer.

EJom €] =
Ap, o). let fnm = OM[om]
and e = R[e](p, o)
in fnm(e)

Elod e e1] =
Ap, o). let fnd = OD[od]
and e = Re](p, o)
and e; = Rfe1](p,0)
in fnd(e,e1)

L’évaluation des sous-expressions utilisent souvent la fonction sémantique R. Cette fonction
sémantique sert a forcer I’obtention d’une valeur & droite lors de ’évaluation d’une expression.
Ainsi, & chaque fois qu’une expression est évaluée dans un contexte ou elle doit retourner une
valeur & droite, cette expression est évaluée en utilisant R. R se contente alors d’évaluer cette
expression en utilisant la fonction £. Si le résultat de ’évaluation est une valeur des domaines
V, F et P, cette valeur est directement retournée/. Si par contre le résultat est une valeur
a gauche, dans LV, cette valeur est déréférencée dans la mémoire courante pour obtenir la
valeur contenue dans ’espace mémoire correspondant.

La cas de ’expression d’alternative choix est relativement simple. L’expression servant de
test de ’alternative est évaluée et doit retourner un résultat dans la partie T du domaine
somme EV. Ce résultat est utilisé dans la fonction if then else endif définie sur le domaine
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DC :: DeclarationConstante — (Env @ S) — Env
DC[(val v e)] =
A(p,0). let= = E[e)(p, )
in binding(v, €)
DC[dc ; deq] =
A(p.0). let p, = DC[de](p,o)
and p; = DC[dc1](p, 0)
in combine(p1, p2)

DC[(rec do)] = A(p,0).fix(Ap1.DC[dc](overlay(p1, p),o))

F1G. 6.5 — Fonction de valuation des déclarations de constantes

T et qui évalue I'une ou l'autre de ses parties alors ou sinon selon la valeur vrai ou faux de
son premier argument.

E[(choix e e ex)] =
Ap,0). let e =R[e](p, o)
in ife |y|r
then E[e1](p, o)
else Ee2](p, o)
endif

L’expression soit permettant la liaison d’identificateurs fait intervenir deux sous-expressions :
la liste des liaisons et le corps qui est évalué dans le contexte étendu par les liaisons. Pour
le traitement des liaisons, on fait appel & la fonction sémantique DC qui est définie & la fi-
gure 6.5. Le traitement des liaisons demande & évaluer les expressions donnant les valeurs &
lier aux identificateurs, puis & étendre l’environnement avec les liaisons des identificateurs a
ces valeurs. Pour I’évaluation des expresions, il faut connaitre ’environnement et la mémoire
courants. Puisqu’il ne s’agit que de lier des identificateurs a des valeurs, il est raisonnable
de retourner comme résultat un environnement représentant ces liaisons. La signature de la
fonction sémantique DC est donc :

DC :: DeclarationConstante — (Env ® S) — Env

La déclaration de constante présente trois cas syntaxiques : la liaison d’un identificateur
individuel & sa valeur, la séquence de liaisons ointroduite par ’;’ et la liste de déclarations ré-
cursives introduite par rec. Dans le cas de la liaison individuelle, il suffit d’évaluer I’expression
dans le contexte courant et & produire un environnement contenant uniquement la liaison de
I'identificateur & la valeur ainsi obtenue. Pour le cas de la liste de liaisons, on évalue les deux
parties de la liste pour obtenir deux environnements p; et po qui sont ensuite combiner avec
la fonction combine puisqu’on ne permet pas de lier deux fois le méme identificateur dans une
liste de liaisons.

Le cas des liaisons récursives est un peu plus complexe. Dans les liaisons récursives, on
permet & des expressions de la liste de liaison de référencer des identificateurs qui doivent
étre liés par cette méme liste de liaison. L’évaluation de ’expression devrait donc se faire
dans 'environnement résultant du traitement de la liste de liaison. Une restriction est mise
cependant : comme en Scheme, ’évaluation des expression ne doit pas exiger de déréférencere
ces identificateurs mais seulement de les mentionner. Nous sommes clairement dans un cas de
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calcul par point fixe. Il faut trouver une environnement p; tel que :

p1 = DC[dc](overlay(p1, p), o)

ol p et o sont l'environnement et la mémoire externes dans lesquels 1’expression soit est
évaluée. La solution de cette équation est obtenue par calcul de point fixe, comme cela apparait
& la figure 6.5. En commencant avec l’environnement vide woid, on va pouvoir évaluer les
expressions et produire un nouvel environnement, disons p;. Dans p1, les identificateurs vont
étre liés & des expressions qui sont évaluée dans woid. Toute référence & un identificateur
résulte alors en une erreur. Si on répéte & nouveau le traitement avec p;, on va obtenir un
troisiéme environnement ps dans lequel les expressions sont évaluées dans ’environnement p1,
c’est-a-dire qu'une référence a un identificateur v va demander 1’évaluation de I’expression e
qui sera elle évaluée dans l’environnement vide. On va donc pouvoir se permettre un niveau
de référence aux identificateurs. En continuant le processus, on va produire un environnement
p3 dans lequel on va pouvoir se permettre deux niveux de référence, puis quatre, et ainsi de
suite. Cette séquence converge vers un environnement p qui est le point fixe de la déclaration
récursive ol on pourra se permettre n niveaux de référence aux identificateurs pour tout n
fini. La fonction dont on prend le point fixe est de type env — env, son point fixe retourne
donc une valeur du domaine Env.

Revenons maintenant & ’expression soit. Elle est traitée en calculant d’abord 1’environ-
nement résultant de la liste de liaisons, puis en évaluant ’expression de son corps dans le
contexte de cet environnement et de la mémoire courante :

E[(soit dcdans e)] =
Ap, o). let p1 = DC[dc](p, o)
in E[e](overlay(p1, p), o)

Les déclarations de fonctions et de procédures sont toutes les deux introduites par des
expressions. Le résultat de ces expressions doit étre une fonction (au sens de domaine séman-
tique de fonctions) qui va réaliser le calcul exprimé par la fonction ou la procédure syntaxiques.
Dans les deux cas, fonction et procédure, il faut assurer le passage des paramétres. Pour le
réaliser, la fonction (sémantique) qui représente une fonction (syntaxique) ou une procédure
doit prendre en paramétre une valeur du domaine PV et lier d’'une maniére ou d’une auter
cette valeur au paramétre formel déclaré. Plusieurs cas peuvent se produire selon que le para-
meétre est passé par valeur ou par référence, et selon le type du parameétre. S’il est passé par
valeur, il faut allouer un espace mémoire pour contenir cette valeur et lier le parameétre formel
a l'adresse de cet espace mémoire dans I’environnement local. S’il est passé par référence, la
valeur regue sera une adresse et cette adresse sera simplement 1ié au paramétre formel dans
I’environnement local. L’environnement local est ensuite combiner par la fonction overlay avec
I’environnement de définition de la fonction ou de la procédure. La création de 1’environne-
ment local et la modification de ’état mémoire pour le passage de parameétre est réalisé par
la fonction sémantique DP apparaissant a la figure 6.6.

Le passage par référence nécessite une allocation de mémoire. Cette allocation dépend du
type du paramétre. Dans notre langage, un parameétre de type bool ou num nécessitera un
seul mot mémoire, mais si nous voulions étendre le langage aux tableaux, on devrait allouer
plusieurs mots mémoire pour un paramétre. L’allocation est donc réalisée par la fonction
sémantique 7 définie a la figure 6.7. Elle prend une déclaration de type et une mémoire
courante, et retourne une adresse du bloc de mémoire alloué et une mémoire dans laquelle
Pespace alloué a été réservé (mais non initialisé).
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DP :: DeclarationParametre — PV — S — (Env ® S)

DP[val v type] =
Ao let (v, 01) = T [type] (o)
in (binding(v, inDV (1)), store(t |Loe, T,0))

DP[var v type] = Ar.Ao.(binding(v,7),0)

LP :: DeclarationParametre — Env — S — S

LP[val v type] =
Ap.Ao. let v = bound(v, p) v
in LT [type] (¢, 0)

LP[var v type] = Ap.Ao.c

F1G. 6.6 — Fonctions de valuation des déclarations de paramétres

7 :Type—S — (LV®S)

T[bool] =
Ao. let (I,01) = allocation(o)
in (inLV (1), 01)
T[num] =
Mo. let (I,01) = allocation(o)
in (inLV (1), 01)

LT :: Type — (LV®S) — S
LT[ bool | =

A, 0).free(t |Loe, 0)
LT[ nun ] =

A, 0).free(t |oe, 0)

FiG. 6.7 — Fonctions de valuation des déclarations de types

A la fin de l'exécution de la fonction ou de la procédure, il est bon d’indiquer que I’espace
alloué doit étre libéré. Cette libération va entrainer une modification de la mémoire, et elle
dépend du type du parameétre. On confie donc ce travail aux fonctions sémantiques LP et LT

qui tiennent compte du mode de passage du paramétre et du type déclaré.

Si on revient maintenant & la sémantique de la déclaration d’une fonction, il faut produire
une fonction qui prend I’état mémoire lors de 'application de la fonction ainsi que la valeur
du paramétre réel, et qui exécute la fonction. L’exécution de la fonction consiste d’abord a
effectuer le passage du paramétre, puis d’exécuter ’expression qui forme le corps de la fonction
et enfin de libérer I'espace éventuellement alloué pour le paramétre. Le résultat sera celui de

I’évaluation du corps de la fonction :

E[(fun (dp) )] =
Ap,0).nEV (Ao w. let* (p1,02) = DP[dp](7)(o1)
and ¢ = R[e](overlay(p1, p), 02)
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and o3 = LP[dp](p1)(02)

inely)

Pour une procédure, 1’idée est similaire, & ceci prés qu’il faut aussi passer ’état de I’entrée
et de la sortie standard. L’exécution du corps de la procédure, qui est un énoncé, peut modifier
I’état mémoire ou I’état de I'entrée et de la sortie standard ; le résultat de cette exécution sera
donc un triplet état mémoire, entrée standard et sortie standard :

E[(proc (dp) o] =
A(p,0).mmEV (Ar.A(in,out,01). let® (p1,09) = DP[dp](r7)(0o1)
and (iny,outy,03) = C[c](overlay(p1, p), in, out,o2)
and o4 = EP[[dp]](pl) 0'3)
in (iny,outy,04) )

L’application de fonction est une expression, dans la mesure ou elle retourne un résul-
tat. Par contre, ’application de procédure est un énoncé sur lequel nous revenons plus loin.
L’application de fonction consiste & évaluer la fonction et son paramétre, puis a appliquer le
résultat de la premiére au résultat de la seconde :

Ele Cerd] =
Ap,0). let e =R[e](p, o)
and e; = Efe1](p, 0)
ine |g (0)(e1)

Les équations sémantiques définissant les fonctions sémantiques £ et R sont regroupées a
la figure 6.8.

6.5 Programme et énoncés

Un programme est constitué d’une liste de déclarations de constantes, permettant de définir
surtout les fonctions et les constantes globales du programme, et d’un énoncé; évaluer un
programme consiste donc & créer ’environnement contenant les liaisons des constantes, puis
& évaluer ’énoncé dans le contexte de cet environnement. C’est aussi pour ’évaluation d’un
programme que sont passés le fichier d’entrée et le fichier de sortie standards. La fonction
sémantique P prend donc un programme et retourne une fonction qui prend en entrée un état
initial du fichier d’entrée et du fichier de sortie, et retourne comme résultat 1'état de ces deux
fichiers a la fin du programme :

Plprog dc c] =
A(in, out). let* p = DC[dc](void, empty-store)
and (inj, outy, 0) = C[c](p, in, out, empty-store)
in (in;, out;)

L’énoncé du programme est évalué a partir d’'une mémoire vide, comme il se doit, puisque
les déclarations de constantes n’introduisent pas de variables. Si des variables sont nécessaires
pour le programme, elles sont introduites dans I’énoncé en utilisant la forme syntaxique begin
définie ci-bas.

Considérons maintenant les énonces. L’évaluation d’un énoncé se fait dans le contexte d’'un
environnement, d’'un état mémoire, et de I’état des fichiers d’netrée et de sortie standards.
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L :: Constantes — V
L[k] = non-spécifié

& :: Expressions — (Env® S) — EV

E[K] = Mp,0).inEV (L]E])

Elv] = Ap, o).bound(v, p)

om €] = Ap,o0).let fnm = OM][om] and € = R[e](p, o) in fam(e)

Ap, o). let fnd = ODJod]
and ¢ = R[e](p,0)
and 1 = Rfe1](p,0)
in fnd(e,e1)

E[(choix e e )] =
Ap,0). let e = R[e](p, o)
in ife |y
then E[e1](p, o)

else E[ea](p,0)
endif

E[(soit dc dans e)] =
Ap, o). let py = DC[dc](p,0)
in E[e](overlay(p1, p), o)
E[(fun (dp) o] =
Ap, 0).inEV (Ao Aw. let* (p1,09) = DP[dp](7)(o1)
and ¢ = R[e](overlay(p1, p), 02)
and g3 = EP[[dp]](pl)(Ug)
inely)

E[(proc (dp) o] =
A(p, 0).inEV (Am.\(in, out, 01). let* (p1,09) = DP[dp](7)(o1)

and (iny, outy, 03) = C[c](overlay(p1, p),in, out, o2)

and o4 = LP[dp](p1)(03)
in (ing, outy,04) )

Ele Cer )] =
Ap,0). let e =R[e](p, o)
and 1 = Ee1](p, 0)
inc |e (0)(1)

R :: Expressions — (Env ® S) — EV
Rle] = A(p,0).let e = E[€](p, o) in if isLV 2(¢) then stored(c |ty |Loe, o) €lse € endif

FiG. 6.8 — Fonctions de valuation des littéraux et des expressions

Le résultat retourné doit contenir I’état mémoire aprés 1’énoncé, ainsi que 1’état des fichiers

d’entrée et de sortie standards. La fonction sémantique C dont le type est :

C :: Commandes — (Env®@In® Out ® S) — (In® Out ® S)
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L’énoncé le plus simple est skip qui ne change rien dans ’état du programme :
C[skip] = A(p,in,out,o).(in,out, o)

Pour I’énoncé d’affectation, il faut évaluer I’expression en partie gauche de I'affectation, qui
doit nécessairement retouner une valeur a gauche, puis I’expression en partie droite. La valeur
de la seconde sera ensuite liée & I'adresse obteur par la premiére dans la mémoire courante :

Cle := e1] =
A(p,in,out, o). let e = E[e](p, o)
and e; = Rfe1](p,0)

in (in, out, store(&‘ |LV’Loc7 €1, U))

Pour I’énoncé de composition séquentielle, il suffit d’évaluer la premiére partie de la sé-
quence pour obtenir un nouvel état mémoire et état des fichiers d’entrée et sortie, qui seront
utilisés pour évaluer la seconde partie de la séquence :

Cle 5 e1] =
A(p,in,out, o). let (iny,outy,01) = C[c](p, in, out, o)
inC[e1](p, ing, outy, 01)

L’évaluation de I’énoncé d’alternative est trés similaire & celui de ’expression choix & ceci
prés que les parties alors et sinon sont des énoncés :

C[if e ¢ c1] =
A(p,in,out, o). let e = E[e](p, o)
in ife ||z
then C[c](p,in, out, o)
else C[c1](p, in, out, o)
endif

L’énoncé de répétition tantque, comme nous l'avons vu au chapitre 4, nécessite de trouver
le fonction f telle que :

f((in,out,0)) = let e = E[e](p, o)
in ife |y|r
then f(C[c](p, in, out, o))
else (in, out, o)
endif )

ol p est 'environnement dans lequel est évaluée la répétition. Il s’agit donc de trouver la
fonction f qui, étant donné un état mémoire initial o et les états initiaux de ’entrée et de
la sortie standards in et out, va évaluer la condition de la répétition dans l'état (p,o), et
si la condition est vraie va évaluer le corps de la répétition et se rappeler récursivement sur
I’état résultat de cette évaluation. Pour obtenir cette fonction, on prend le point fixe de la
fonction prenant un triplet (in, out, o) et retourne un autre triplet résultant de ’exécution de
la répétition.* On obtient alors la définition suivante pour la sémantique de la répétition :

C[tantque e faire c] =
A(p, in, out, o). fix(A\f A\tmp. let* (iny,outy,01) = tmp

4Notre opérateur de point fixe fix prend une fonction f : D — D qui prend un seul paramétre et retourne
un seul résultat. On utilise donc un triplet plutét que trois paramétres et trois résultats (ce qui de toutes fagons
poseraient probléme).
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DV :: DeclarationVariables —» S — (Env ® S)

DV[var v type] =
Ao. let (t,01) = T [type] (o)
in (binding(v, inDV (1)), 01)

DV[dv, dv] =
Ao. let* (p,o1) = DV[dv] (o)
and (pl, 0'2) = DV[[dUl]](O'l)
in (combine(p, p1),02)

LV :: DeclarationVariables — (Env ® S) — S

LV[var v type] =
Ap,0). let v = bound(v,p) |y
in LT [type] (¢, 0)

LV[dv, dvi] = Ap,0).let o1 = LV[dv](p, o) in LV[dvi](p,01)

F1G. 6.9 — Fonctions de valuation des déclarations de variables

and e = £[e](p,01)

in ife ylr
then f(C[c](p,in1,0uty,01))
else tmp
endif )((in,out, o))

L’énoncé dit bloc déclare une liste de variables et évalue un énoncé dans le contexte de
ces déclarations. Il faut donc d’abord traiter les déclarations de variables pour allouer 1’espace
nécessaire. Comme dans le cas des déclarations de parameétres, cette partie est déléguée & la
fonction sémantique DV dont le role est d’allouer la mémoire en fonction du type des varaibles
et de retourner un environnement liant identificateurs aux adresses et une mémoire modifiée
otl ’espace alloué est réservé mais non initialisé. La définition de DV apparait 4 la figure 6.9. A
la fin de ’exécution du corps, comme & la fin de ’exécution d’une procédure ou d’un méthode,
I'espace alloué doit étre libéré, ce qui est réalisé par la fonction sémantique LV, elle aussi
dépendant du type et définie a la figure 6.9. La sémantique de I’énoncé begin est donc :

C[vegin dv; c end] =
A(p,in,out, o). let* (p1,01) = DV[dv](0)
and (inj, outy, 02) = C[c](p1, in, out, oq)
and g3 = ﬁV[[d’U]](pl, 0'2)
in (iny, outy, 03)

L’application de procédure est similaire & I'application de fonction, & ceci prés que le corps
de la procédure est un énoncé et doit donc étre évalué dans un contexte incluant 1’état mémoire
et les entréée et sortie standards, et retourne un nouvel état :

Cle Ced] =
A(p,in,out, o). let e = R[e](p, o)
and e; = Efe1](p, 0)

ine |p (¢1)(in,out,0)
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L’énoncé de lecture évalue ’expression argument qui doit retourner une valeur & gauche.
Cette valeur & gauche est utilisée pour aller ranger en mémoire la prochaine valeur apparaissant
dans ’entrée standard, qui en est extraite pour produire un nouvel état de ’entrée standard :
C[lire €] =

A(p,in,out, o). let e = E[e](p, o)

in (in {1, out, store(¢ |wv|Loe, inl1,0))

L’énoncé d’écriture évalue l'expression et place son résultat & la fin de la sortie standard,

ce qui produit un nouvel état pour cette sortie standard :

Clecrire e] =
A(p,in,out, o). let ¢ = R[e](p, o)
in (in, out§(e), o)

Les équations sémantiques définissant les fonctions sémantiques P et C sont regroupées a
la figure 6.10.
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Cle :=

P :: Programme — (In ® Out) — (In ® Out)

Plprog dc c] =
A(in, out). let* p = DC[dc](void, empty-store)

and (inj,outy,0) = C[c](p, in, out, empty-store)
in (inj, out;)

C :: Commandes — (Env @ In® Out ® S) — (In ® Out ® S)
C[skip] = A(p,in,out,o).(in,out, o)

61]] =
A(p,in,out, o). let e = E[e](p, o)

ande; = R[ei](p,0)
in (in, out, store(e |Lyv|Loc; £1,0))

Cle 5 a1 =
A(p,in,out, o). let (iny,outy,01) = C[c](p, in,out, o)

inC[e1](p, ing, outy,01)

C[if e ¢ 1] =
A(p,in,out, o). let e = Ee](p, 0)

in ife |y
then C[c](p, in, out, o)
else Cc1](p, in, out, o)
endif

C[tantque e faire ¢| =
A(p, in,out, o).fix(A\f A\tmp. let* (inj,outy,01) = tmp

and e = E[e](p, 01)

in ife |v|r
then f(C[c](p,ini,outy,01))
else tmp
endif )((in,out,o))

C[vegin dv; c end] =
A(p,in,out, o). let* (p1,01) = DV[dv](o)

and (inp, outy,02) = C[c](p1,in, out, oq)
and o3 = LV[dv](p1,02)
in (inj, outy, 03)

Cle Cend] =
A(p,in,out, o). let e = R[e](p, o)

and e, = EJe1](p,0)
ine |p (e1)(in, out, o)

C[lire €] =
A(p,in,out, o). let e = Ee](p, 0)

in (in {1, out, store(e |wv|Loe, in]1,0))

Clecrire €] =
A(p,in,out, o). let ¢ = R[e](p, o)

in (in, out§(e), o)

Fi1G. 6.10 — Fonctions de valuation des énoncés et du programme




Chapitre 7

Applications a la définition de la
sémantique des langages a objets

Le présent chapitre introduit un langage minimal représentatif de I’essentiel du modéle de
programmation par prototypes. Ce langage est nommé LIEBERMAN, car basé en grande partie
sur la proposition originale de ce dernier [Lie86] bien qu’intégrant également plusieurs aspects
du langage SELF [USC'91]. Dans un premier temps, nous définissons la syntaxe abstraite
du langage. Puis, nous introduisons et commentons une sémantique dénotationnelle pour ce
langage.

7.1 Définition du langage LIEBERMAN

Le langage LIEBERMAN est basé sur les prototypes, définis comme des collections de champs
nommés. Chaque champ contient une valeur qui peut étre une constante de base (entiers, réels,
caractéres, etc.) ou un identificateur d’objet, ce dernier pouvant pointer vers un objet méthode
ou un objet standard selon la tradition de Smalltalk poursuivie par Self. La seule fagon d’activer
un prototype est de lui envoyer un message, le sélecteur duquel devant alors correspondre &
I'un des noms des champs du receveur. LIEBERMAN offre une délégation implicite simple par
laquelle un prototype identifie un parent auquel seront délégués les messages dont le sélecteur
ne correspond & aucun des noms de ses champs. Le lien entre un prototype et son parent
n’est pas accessible au programmeur. Le principal moyen pour créer un nouveau prototype
est de cloner un prototype existant ; cependant, il existe une primitive permettant de créer un
nouveau prototype comme fils d’'un prototype existant en spécifiant ’ensemble de ses champs
(noms et valeurs).

La syntaxe abstraite du langage apparait & la figure 7.1. LIEBERMAN posséde des expres-
sions traditionnelles comme les constantes (valeurs de vérité, numéraux, caractéres, chaines de
caractéres et symboles), des identificateurs (pour accéder aux variables liées par I’expression
let), des expressions de liaison let, des expressions de mutation set (pour changer la valeur
des variables liées par l'expression let), et des expressions d’alternative if.

En ce qui concerne la programmation par objets, l’envoi de message est accompli par les
expressions send (send e ¢ €*) qui envoient un message de sélecteur ¢ & un objet dénoté par
e avec les arguments dénotés par la liste d’expressions e*. Il existe également des expressions
self et super qui correspondent aux traditionnels envois de messages au receveur courant et
au parent du prototype courant. La création d’un objet se fait principalement par 1’expres-
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sion (clone e), qui réalise une copie superficielle de 1'objet dénoté par e et qui retourne le
nouvel objet comme résultat. Une autre expression pour créer un objet est le newInitials,
(newlnitials e (g*) (e*)), qui crée un nouvel objet dont les noms de champs sont dénotés par
la liste de symboles ¢* et dont les valeurs de champs sont dénotées par la liste d’expressions e* ;
ce nouvel objet, qui est retourné comme résultat de ’expression, a pour parent 'objet dénoté
par ’expression e. L’expression root retourne comme résultat 1’objet premier du systéme,
racine de l'arbre de délégation. Enfin, LIEBERMAN posséde une expression method, similaire
aux A-expression des langages fonctionnels, pour créer les méthodes.

7.2 Dénotations a la Cook et Palsberg

Dans les sections suivantes, nous proposons une sémantique dénotationnelle pour ce langage
minimal. Pour cela, nous utilisons la sémantique des enveloppeurs (wrappers) introduite par
Cook et Palsberg [CP89], qui modélise les objets en utilisant un point fixe. Soit un objet ol
représenté par une fonction des sélecteurs dans les valeurs (& définir plus tard), dont le domaine
sémantique est défini comme étant Behavior. L’idée est d’obtenir ol en prenant le point fixe
d’un générateur d’objets, une fonction de la forme (Aself....), dont le domaine est Behavior
— Behavior. Lorsqu’intervient I’héritage ou la délégation, I'objet fils est modélisé comme
une fonction de la forme (Aself.Asuper....), ou 'argument super correspond a l'objet parent.
Une telle fonction est appelée un enveloppeur d’objet (object wrapper), dont le domaine est
Behavior — Behavior — Behavior (La figure 7.1 résume les domaines sémantiques pour
les objets en LIEBERMAN).

L’application d'un enveloppeur crée un objet ol de parent 02. L’enveloppeur de ol est
appliqué au générateur de 02 en distribuant d’abord un nouveau self a ’enveloppeur et au
générateur, puis en passant le générateur ainsi lié & ’enveloppeur comme super. Les deux com-
posants résultant sont alors combinés de telle facon qu'un message non-répondu par 1’envelop-
peur maintenant lié de ol soit réexpedié vers le générateur maintenant lié de 02. L’application
d’un enveloppeur est définie par I’opération > prenant un enveloppeur et un générateur puis
retournant un générateur, tandis que la combinaison d’objets biaisée vers I'objet de gauche
est définie par 1'opération ® :

boO b =
Ag. let tmp = b(q)
in ifisO ?(tmp)
then b, (q)
else tmp
endif

QT = M. let b=T(¢) in Q(4)(b) ® b

Pour plus d’informations sur la sémantique des enveloppeurs pour les objets, le lecteur
curieux se référera a ’article de Cook et Palsberg [CP89] et & celui de Hense [Hen91].

7.3 Sémantique du langage LIEBERMAN

Dans ses grandes lignes, notre sémantique est écrite en style direct et elle est construite
autour de quelques domaines sémantiques importants. Dans les pages qui suivent, nous suppo-
sons que le lecteur est familier avec les concepts de la programmation par objets et posséde une
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S
14 S
e S
e =
ko=

T €
n €

c €

s €

q €

v €

¥ €

L €

=

T €

w €
Domaines
t €

v €

p €

l e

p €

o €
Domaines
A €
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v €

b ¢

I' €

mega €

0o €

0 €

a €

Constantes

Domaines syntaxiques :

Identi ficateurs

FExpressions

k| v | (sendeq e*) | (self ge*) | (super ge*) | (method (¢*) e*) |
(clone e) | (newlnitials e (v*) (")) | (let (v e) €*) | (ife e e) |

(set!v e) | (root)

#t | #f | Num | Char | String | Sym

T
Num
Char
String
Sym
A%
RV
LV
DV
PV
SV

Domaines sémantiques :

Domaines pour les littéraux et les domaines sémantiques caractéristiques :

{Lr, true, false}
non-spécifié
non-spécifié
non-spécifié
non-spécifié

T @ Num @ Char @ String @ Sym
V & Oop

Loc

EV = RVe LV
RV

RV & OmV

sémantiques pour les environnements et les mémoires :

(0]

Ide
Pointer
Loc
Env

S

{LO’ T}
non-spécifié
non-spécifié
Pointer & O

Ide — (Loc® T)
Loc — (SVa@T)

sémantiques pour les objets :

Dict

Fun

Meth
Behavior
Generator
Wrapper
Oop
Object
OmV

Sym — (Loc @ T)

S—=PV' - (EV®S)

(Behavior ® Behavior) — Fun

Sym — ((T — Fun) + O)

Behavior — Behavior

Behavior — Behavior — Behavior

Pointer ® O

Behavior x Generator x Sym™ x Loc* x Generator
Object & Meth

FiG. 7.1 — Domaines syntaxiques et sémantiques pour le langage LIEBERMAN

connaissance minimale de la sémantique dénotationnelle. Parce que le langage LIEBERMAN va
servir de base & notre comparaison de différentes formes de programmation centrée sur les
objets concrets, nous introduisons maintenant ’ensemble de la sémantique ; par la suite, nous
nous contenterons de présenter les différences par rapport & cette sémantique de base.

Les fonctions de valuation pour les expressions (voir la figure 7.2) prennent une expression,
un argument self et un argument super consignant le contexte courant pour traiter les envois
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L :: Constantes — V

L[k] = unspecified

& :: Expressions — (Behavior ® Behavior) — (Env® S) — (EV® S)
E[k] = Ao, @) A(p,0).(inEV (inRV (L[])), o)

E[v] = Mo, ¢)-Alp, 0).(inEV (inLV (p(v) |roc)), o)

E[(let (ve) )] =
Ao, 9)-Ap,0). let* (e,01) = R[e](¢,¢)(p,0)
and ([, 09) = allocation(oy)
and p; = overlay(binding(v, 1), p)
and o3 = store(l, e, 09)
in &*[e*] (¢, ) (p1,03)

E[(method (v*) €)] =
A, @) Mp,0). let (¢,01) = make-meth(v*, e*, o)
in (g,01)

E[(if e e e)] =
M@ 9)A(p, o). let (870|1) |= 7|2[[6]](¢, ©)(p,0)
in ife lpylyle
then Ee1](¢, ¢)(p,01)
else E[ex] (0, ) (p, 01)

endif
E[(set! v e)] =
MA@, ¢)-Ap, o). let (e,01) = R[el (¢, ¢)(p, 0)

in (unspecified, store(p(V) |Loe, €,01))

Fia. 7.2 — Fonctions sémantiques pour le langage LIEBERMAN

de messages, un environnement pour conserver les liaisons let, une mémoire pour conserver
les valeurs des emplacements modifiables. Les algébres pour les mémoire et les environnements
sont trés connus (voir [Mos90]). Le self et le super sont des valeurs du domaine Behavior
introduit précédemment.

7.3.1 Mémoire

Le seul domaine traité de facon inusitée dans notre sémantique est celui de la mémoire. Tout
objet a une identité unique représentée par une valeur du domaine Qop. Cet identificateur
joue deux réles dans notre sémantique. D’une part, il doit permettre de retrouver 1’objet en
mémoire et d’autre part il permet le partage des objets par d’autres objets. On peut croire
que l'identificateur d’objet pourrait étre modélisé par un pointeur, typiquement représenté par
une valeur d’un domaine des valeurs a gauche (left-values) qui sert & modéliser la mémoire
elle-méme comme une valeur d’'une domaine Store qui sont des fonctions prenant une valeur
& gauche et retournant une valeur mémorisable.

Le probléme avec cette approche est qu’un identificateur d’objet n’est pas une valeur &
gauche mais bien une valeur & droite (right-value). Cette précision importante est souvent
négligée dans les sémantiques formelles des langages a objets. Il n’est donc pas possible d’uti-
liser directement un pointeur comme identificateur d’objet. La solution adoptée consiste &
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construire les domaines Oop et Loc (de «location», emplacement mémoire) & partir d’un
méme domaine Pointer. Cette solution préserve le caractére de valeur & droite de I'identifica-
teur d’objet, tout en permettant d’accéder facilement & I’emplacement mémoire correspondant.

Par ailleurs, les méthodes également doivent étre des valeurs partageables entre différents
objets. Elles sont donc placées en mémoire et désignées par un identificateur. Les valeur
d’objets mémorisables du domaine sémantique OmV sont donc divisées entre les objets du
domaine Object et les méthodes du domaine Meth. Les valeurs mémorisables du domaine
SV contiennent donc les valeurs a droite (constantes et identificateurs d’objets) et les valeurs
d’objets mémorisables.

7.3.2 Modéle dénotationnel des objets

Considérons maintenant le modéle dénotationnel des objets. Outre la sémantique des enve-
loppeurs, un modéle dénotationnel des champs est nécessaire. Un emplacement qui contiendra
la valeur d’un champ est alloué en mémoire, et une correspondance entre le nom d’un champ et
I’emplacement mémoire correspondant est obtenu par un dictionnaire, c’est-a-dire une valeur
du domaine Dict qui est une fonction prenant un symbole (nom de champ) et retournant
un emplacement mémoire. La valeur d’'un champ peut étre soit une constante dans V ou un
identificateur d’objet dans Oop.

L’enveloppeur d’objet est construit par la fonction suivante prenant un dictionnaire A et
retournant un enveloppeur :

make-wrapper =
AA NP AP Ag.
case tmp = A(q) of
isLoc ? =
case | = tmp |po. of
isO 2= in((T — Fun) + O)(AT Ao AT*. Lmves)) »
isPointer ? =
in((T — Fun) + O)(A7. if 7
then \o.A7*. case ¥ = o(I) |sv|rvy Of
1s0o0p ? =
case a = o(1nLoc(? |oop|pointer)) |sv]omv OF
isMeth 2 = o |yen (6, 0)(0)(T%) ,
isObject ¢ = (inEV(9),0)

endcase ,
isV 2= (inEV(9),0)
endcase
else \o. Am*.(unspecified, store(l,7* |1, 0))
endif )
endcase |,
isT 2= n((T — Fun) + O)(Lo)
endcase

Il faut se rappeler que le role d’'un enveloppeur est de bien lier le self et le super & I'intérieur
de ce qui dénote un objet dans le modéle, en particulier une fonction prenant un symbole
(sélecteur d’un message) et retournant la dénotation de l’application d’un champ, qui est
elle-méme une fonction.

L’objet obtenu & partir de I’enveloppeur précédent va répondre & un sélecteur de la facon
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suivante. Si le sélecteur est inconnu, la valeur «bottom» est retournée (les choses peuvent mal
tourner s’il n’y a pas de champ correspondant au sélecteur ou si, pour une raison quelconque,
lemplacement mémoire enregistrée dans le dictionnaire est invalide). Si le sélecteur correspond
4 un emplacement mémoire valide, I’objet retourne une fonction T — Fun. Cette fonction
implante la mutation des objets; si la valeur true lui est passée, elle retourne une fonction
qui applique la valeur du champ, alors que si la valeur false lui est passée, elle retourne une
fonction mettant a jour la valeur du champ. Dans les deux cas, la fonction f retournée est une
valeur du domaine Fun. f accepte une mémoire (S), et retourne une fonction qui accepte une
liste de paramétres réels (PV*) et qui retourne le résultat du message et une nouvelle valeur
de mémoire.

Une fonction f de mise-a-jour d’'un champ mémorise son unique paramétre réel (extrait de
la liste 7*) dans I’emplacement mémoire correspondant au champ. Une fonction f ne faisant
pas la mise-a-jour retourne simplement la valeur du champ si cette valeur est une constante
(V) ou un identificateur d’objet (Oop). Une méthode est dénotée par une valeur du domaine
Meth, qui est une fonction prenant un self, un super et retournant une fonction f dans Fun.
Si la valeur d’un champ est une méthode, cette derniére est activée en lui passant le self et
le super courants pour obtenir la fonction f. Cette fonction f est elle-méme exécutée en lui
passant la liste des paramétres réels et la mémoire.

7.3.3 Meéthodes

Un valeur représentant une méthode dans le domaine Meth est créée par la fonction
make-meth, qui prend une liste de parameétres formels, une liste d’expressions (le corps de
la méthode) et une mémoire. Make-meth alloue la nouvelle méthode en mémoire et retourne
I'identificateur d’objet correspondant ainsi que la nouvelle mémoire. La fonction make-meth
est définie comme suit :

make-meth =
A(v*, e, o). let @ = inOmV (A(¢, p).Nop 1™, let* (I*, 09) = allocations(#7*)(o1)
and o3 = assign(l*, 7)(02)
and p = bindings(v*, I")
in R*[e*] (¢, ¢)(p, 03) )
in let (I,01) = allocation(o)
in (inEV (inRV (inO0op(! |peinter)) ), Store(l, inSV (a), 01))

Notez que la valeur représentant la nouvelle méthode est injectée dans le domaine OmV
et qu’un identificateur d’objets lui est attribué afin de lui allouer un espace en mémoire.

Le lecteur devrait également noter deux points importants concernant les méthodes. Pre-
miérement, les méthodes ne créent pas des fermetures au sens des A-expressions de la program-
mation fonctionnelle. Ce choix est di au fait qu'une méthode ne doit pas étre close sur son
environnement de création ; elle ne doit qu’accéder aux variables locales des objets auxquels
elle s’applique. Si elle était une fermeture, la méthode créée dans le contexte d’un objet ol
(par une expression newInitials) conserverait l'accés aux variables locales & o1, bien qu’en
définitive appartenant a un objet 02. Lors d’une activation subséquente de la méthode sur 02,
celle-ci pourrait modifier I’état de I’objet o1, ce qui irait & ’encontre du principe d’encapsula-
tion des objets. Ainsi, plutot que de créer une fermeture, nous utilisons des envois de messages
& self pour accéder aux champs de données des objets.

Deuxiémement, la représentation des méthodes doit accepter en paramétre le self et le
super du contexte d’application de la méthode. Ces deux parameétres ne peuvent étre liés dans
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€ 1 Expressions — (Behavior ® Behavior) — (Env® S) — (EV® S)
E[(send e ¢q )] =
Ao, 9)-Ap, 0).
let* (¥, 01) = RL[permute((e)§e")[ (¢, )(p, o)
and (e,e*1) = decompose(unpermute(e*))
in if ¢ =gy, ‘set
then Onl(StOTGd(mLOC(E ‘RV‘Oop‘Pointer)7O-1) ’0mV’0bject)
(€1 Lilrvlv]sym) [(r—run) (false)(o1)(e*111)
else on; (stored(inloc (e |rv|oop|Pointer)s 1) lomv|obiect ) (@) |(r—raun) (true)(oi)(e
endif

E[(self q e] =
Ao, 9)-Ap,0). let* (e7,01) = RL[permute(e*)] (¢, 0)(p, o)
and ¢*| = unpermute(c*)
in if ¢ =gym ‘set
then ¢(c*1 |1]rv|v|sym) ’(THFun) (false)(o1)(e*1 1)
else ¢(q) ‘(THFun) (true)(o1)(e™1)
endif

E[(super ¢q e")] =
MA@, 9)-Ap, o). let* (¥, 01) = RL[permute(e”)[ (¢, ¢)(p, o)
and ¢*| = unpermute(c*)
in if g =gym ‘set
then (™1 l1|rv|visym) [(r—run) (false)(o1)(e"1 1)
else ©(q) |(r—run) (true)(o1)(e™1)
endif
E[(newInitials e (¢*) (e*))] =
MA@, 9)-Ap, o). let* (e7,01) = RL[permute((e)§e”)][(d, ) (p, 0)
and (g,*1) = decompose(unpermute(c*))
in allocate-new-object(e, ¢*,e*1,01)
E[(clone )] =
A(®,0)-Ap, o). let (e,01) = R[e[ (4, ) (p,0)

in clone(e, 01)

E[(root) ] = A, ¢).A(p,0).(inEV (inRV (root-oop)), o)

F1G. 7.3 — Fonctions sémantiques pour le langage LIEBERMAN (suite)

la méthode elle-méme puisque cette derniére peut étre partagée entre plusieurs objets. De
plus, en ce qui concerne le paramétre self, il doit rester ouvert puisque la méthode peut étre
appliquée lors d’un appel & son détenteur mais aussi lors d’un appel & I'un de ses fils; nous y
reviendrons plus loin.

7.3.4 Envoi de messages

La sémantique d’une expression send est la suivante. Premiérement, les arguments et le rece-
veur du message sont évalués. Parce que l'ordre de leur évaluation ne devrait pas étre important
(non-spécifié), nous appliquons une technique proposée par la sémantique de Scheme [CR91],
qui consiste & appliquer des permutations arbitraires permute et unpermute (qui doivent étre
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inverses I'une de l’autre) a ’ordre des arguments et du receveur avant et aprés leur évaluation.
Le receveur doit s’évaluer a un identificateur d’objet, qui est ensuite utilisé pour retrouver
I’objet correspondant en mémoire. Si le sélecteur du message est le symbole set, alors il s’agit
d’un message de mutation, auquel cas le nom du champ & modifier est donné par le premier
argument. Nous passons alors le symbole auquel s’évalue cet argument & 1’objet receveur, puis
on passe la valeur false pour obtenir une fonction qui va réaliser la mutation desirée du
champ en mémoire, comme cela est discuté plus haut. Si le sélecteur n’est pas le symbole set,
il est directement passé a ’objet, suivi de la valeur true pour obtenir une fonction qui va soit
retourner la valeur du champ ou appliquer la méthode que ce dernier contiendrait alors. La
fonction de valuation est donnée a la figure 7.3.

Les fonctions de valuation pour les expressions self et super sont similaires, & ceci prés
que plutot d’accéder & la mémoire pour trouver ’objet receveur, elles utilisent directement
l’argument self ou super comme receveur (voir la figure 7.3).

Dans la fonction de valuation pour les expressions send, le lecteur attentif aura peut-étre
noté que nous projetons d’abord 1’objet obtenu de la mémoire sur sa premiére composante
avant de lui passer le sélecteur. En fait, ’objet en mémoire est un enregistrement (record) conte-
nant un objet (une valeur du domaine Behavior) dans sa premiére composante. Il contient
également le générateur de 1’objet, la liste des noms de ses champs, la liste des emplacements
mémoire correspondants et le générateur de son parent. Ainsi, un objet en mémoire est une
valeur du domaine :

Object = Behavior x Generator x Sym* x Loc* x Generator

Cette représentation est rendue nécessaire par le fait qu’un objet ne doit pas seulement
répondre & des messages. Il doit pouvoir étre créés des clones, ce qui demande d’avoir les
noms et les valeurs courantes de ses champs et d’utiliser le générateur de son parent pour
créer un frére. Concrétement, la fonction de valuation pour les expressions newInitials (voir
figure 7.3) évalue d’abord les valeurs de champs et ’objet parent avant d’appeler la fonction
allocate-new-object pour créer le nouvel objet :

allocate-new-object =
Ae, "€, 0). let* (b,T, ¢", I, ') = 0 (inLoc( |rv|oop|pointer)) |sv]omv|onject
and (0,01) = create-object(q*,e*,0,T)
and (I, 03) = allocation(o)
and o3 = store(l, inSV (inOmV (0)), 02)
in (inEV (inRV (inOop(! |peinter) ) ), 03)

create-object =
Ag*,e*,0,T). let (I*,01) = allocate-slot-values(e*) (o)
in ( let I'y = make-wrapper(make-object-dict(q*)(I*)) > T
in (ﬁX(Fl), Fl, q*, l*, F) ,0'1)

Allocate-new-object commence par charger de la mémoire 1'objet parent et obtient son
générateur. Elle appelle ensuite la fonction create-object, qui alloue en mémoire les valeurs des
champs du nouvel objet, construit son enveloppeur et retourne un objet mémorisable. Allocate-
new-object requiert alors un emplacement mémoire libre qui est utilisé comme identificateur
d’objet et pour ranger le nouvel objet en mémoire. Elle retourne finalement l’identificateur
d’objet et la mémoire mise a jour.

La fonction clone, appelée par la fonction de valuation des expressions clone, commence
aussi par charger de la mémoire ’objet & copier. Elle collecte les valeurs courantes des champs
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en utilisant la liste de leurs emplacements mémoire, puis elle appelle la fonction create-object
en lui passant la liste des noms de champs de ’objet cloné, la liste des valeurs courantes de
ses champs et le générateur de son parent. Le nouvel objet est alors alloué dans la mémoire :

clone =
)\(E, a). let* (b, I q", r, Pl) = U(i"bLOC(E ’RV’Oop’Pointer)) ‘SV’OmV’Object
and w* = collect-values(I*, o)
and (o, 01) = create-object(¢*,w*,0,T1)
and ([, 02) = allocation(o1)
and o3 = store(l, 1SV (inOmV (0)), 01)
in (1nEV (inRV (inOop (! |pointer))), 03)

collect-values =
AT o) ix( N if T = ()
then ()

else (o(I"1 1) [sv)8f (IF1 T 1)
endif )(I*)

7.3.5 Objet initial root

Le premier objet dans le systéme est l'objet root dont l'identificateur est lié & la variable
root-oop et utilisé pour ranger cet objet dans la mémoire initiale du systéme liée a la variable
initial-om :

root-gen = Ap.Ag.in((T — Fun) + O)( AT Ao AT*. L gves))

T00t-00p =
let (I,0) = allocation(empty-store)
in inOop(! |pointer)

initial-store =
let (1, 0) = allocation(empty-store)
in store(l, inSV (inOmV ((fix (root-gen), root-gen, (), (), Lgenerator)))s 0)

7.3.6 Observations générales

Ceci compléte la sémantique dénotationnelle du langage LIEBERMAN. Quelques fonctions
sémantiques auxiliaires apparaissent & la figure 7.4; elles sont relativement connues et de-
vraient étre autodescriptives. Un dernier point important méritant d’étre mentionné concerne
la représentation des objets dans cette sémantique. La préservation des générateurs d’objets
a ’exécution est un aspect trés important quoique prévisible!.

En pratique, cela insiste sur le fait que la pseudo-variable self ne peut étre liée méme
dans les prototypes individuels, une importante différence en comparaison avec les objets
des langages a classes. Dans les langages a classes, la liaison tardive de self est causée par
I'application des méthodes définies par une classe & plusieurs instances. A intérieur d’un
objet spécifique, la valeur de self est parfaitement connue et une implantation préte a en
payer le prix (en termes d’espace, bien entendu) peut copier les méthodes dans les objets

1Ceci a été indépendamment mis en évidence par Steyaert et De Meuter [SM95] dont la discussion est
d’ailleurs trés intéressante.
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individuels auxquels elles s’appliquent. Dans chaque copie, toutes les références & self peuvent
alors étre liées a 1’objet lui-méme. Bien que cela ne soit pas la fagon standard d’implanter les
références & self, cette observation a été utilisée plusieurs fois dans le passé pour implanter des
optimisations (jetez un coup d’ceil aux compilations multiples de Self [CUL89]). Les prototypes
ne possédent pas cette propriété du self connu.

Méme si elles sont attachées aux prototypes, les méthodes conservent le méme genre de
liaison tardive de leurs références & self que dans les langages & classes parce qu’elles doivent
également s’appliquer aux objets descendants de ’'objet auquel elles appartiennent. Il demeure
possible de les copier pour lier le self, mais le prototype en arrive alors & avoir deux copies
de la méthode, une avec un self ouvert pour les descendants (potentiellement & venir) et une
avec le self lié (ce qui est I'approche de Self a la compilation multiple). Cependant, ’objet
lui-méme n’a pas de self lié. Le self est plutdt lié message par message, lors de la réception.
Ce phénomeéne est en réalité la manifestation dans la sémantique formelle de ces langages du
probléme du moi, évoqué au chapitre précédent.

7.4 Travaux connexes

Comme nous ’avons mentionné, le modéle dénotationnel des objets présenté ici est forte-
ment influencé par les travaux de Cook et Palsberg [CP89], desquels nous avons retenu les
techniques des enveloppeurs et des générateurs. Nous avons également trouvé une intéres-
sante source d’inspiration dans la thése de Mario Wolczko sur la sémantique de Smalltalk
[Wol88], de laquelle nous avons adopté la structure générale des domaines sémantiques pour
la mémoire d’objet. Par contre, Wolczko place les valeurs des variables d’instance directement
dans le dictionnaire de 1’objet, sans passer par une indirection dans la mémoire. Bien que
cette approche soit suffisante pour modéliser les objets, elle est plus abstraite que la notre et
donc plus éloigné d’une implantation réelle. D’autres travaux touchant la sémantique dénota-
tionnelle des langages & objets sont ceux de Bracha et Cook [BC90|, Cook, Hill et Canning
[CHC90], Jagannathan et Agha [JA92], Kamin [Kam88], et finalement Reddy [Red88].
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LL :: Constantes™ — V*
LL[E] = ifk" = () then () else (L[E" |1])SLL[E" T 1] endif
R :: Expressions — (Behavior ® Behavior) —» (Env® S) — (EV® S)
Rle] =
A, ) A(p,0). let (e,01) = E[e] (¢, ¢)(p, 0)
in ifisLV ?(¢)

then (stored(¢ |y |Loe, 01),01)

else (¢,01)

endif

R* :: Expressions® — (Behavior ® Behavior) — (Env® S) — (EV® S)
R*[e*] =
Ao, p)A(p,o). if#e* =1
then R[e* 1](¢, ) (p, o)
else let (67 01) = R[[G* ll]](gb? QO) (,0, U)
in R*[e” 11](¢, ¢)(p, 01)

endif
RL :: Expressions™ — (Behavior ® Behavior) — (Env® S) — (EV* ® S)
RL[e*] =
Ao, 0)N(p,0). if#e* =0
then ((),0)
else let* (g,01) = R[e* [1](¢, ) (p,0)
and (¢*,02) = RL[e" 1 1](0, ¢)(p, 1)
in ((e)§e*, 09)
endif
E* :: Expressions™ — (Behavior ® Behavior) — (Env® S) — (EV® S)
Ex[e*] =

Ab, 0)A(p, o). if#e* =1
then Ee* |1](¢, v)(p, o)
else let (c,01) = E[e” |1](,9)(p, 0)
in 5*[[6* T 1]] (¢7 (10) (p’ Jl)
endif

FiG. 7.4 — Fonctions sémantiques auxiliaires pour le langage LIEBERMAN
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