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Résumé

La synthése de controleur consiste, étant donné un systéme partiellement
spécifié, a déterminer un programme dont la synchronisation avec le systéme
vérifie une spécification donnée. Lorsque le systéme est distribué, il s’agit de
construire des programmes locaux, un pour chaque processus du systéme.

Des résultats standard sur les jeux multi-joueurs & information incom-
pléte impliquent que ce probléme est indécidable pour des spécifications LTL.
Pour des architecures de communication dans lesquelles les processus sont or-
donnés de fagon linéaire et pour lesquelles I'information est transmise entre
processus dans un seul sens, il a par contre été montré que le probléme était
(non élémentairement) décidable pour des spécifications p-calcul.

Aprés avoir comparé différents modéles et avoir extrait les points im-
portants des principaux résultats antérieurs, ce rapport met en évidence un
critére de décidabilité pour des spécifications plus naturelles que celles consi-
dérées précédemment. Cette approche fournit des résultats de décidabilité
pour des architectures indécidables dans d’autres modéles.



Chapitre 1

Introduction au probléme du
controle distribué

Durant la derniére décennie, la communauté informatique a fait d’énormes
progrés dans le développement d’outils et techniques de vérification logi-
cielle. Il existe dans ce domaine trois approches complémentaires : ’approche
« Preuves » (qui essaie de prouver formellement sur le code source que le pro-
gramme vérifie les spécifications), 'approche « Test » (qui fonctionne elle sur
le code qui s’exécute - et non sur le code source) et 'approche « Model Che-
cking ». Le Model Checking (voir comme livres de référence sur le sujet [3]
et [4]) commence par faire une abstraction du programme — le modéle — sous
forme d’un systéme de transitions M. On se donne ensuite une spécification
¢ (typiquement en logique temporelle), et le probléme consiste a répondre
a la question : est-ce que le modéle M vérifie la spécification ¢ ? Outre des
problémes de complexité dus a ’explosion combinatoire de la taille des mo-
deéles (en partie résolus par les techniques de vérification symbolique), il a été
reproché a cette méthode de vérification d’intervenir uniquement a la fin du
développement du programme. Le controleur permet d’intervenir au moment
de la conception pour synthétiser des programmes vérifiant la spécification.

Le probléme de synthése de controleur est donc plus général : il part
d’un systéme, controlable et non totalement spécifié interagissant avec un
environnement qui lui est non contrdlable. Etant donnée une spécification,
on veut contraindre le systéme a faire les choix qui permettent de vérifier la
spécification. Divers problémes de controle ont depuis longtemps été étudiés
dans le cadre séquentiel. 11 est classique [21| que le probléme est décidable
pour des spécifications rationnelles. Le systéme & controler ne comporte alors
qu'un seul processus. Souvent, le probléme se modélise par un jeu a deux
joueurs, dans lequel le systéme correspond a l'aréne du jeu, le controleur
correspond & un joueur (existentiel), 'environnement au joueur universel,



pour lequel la spécification correspond a la fonction de gain, et la synthése
du controleur revient a calculer une stratégie gagnante. Par la suite, plusieurs
extensions ont été envisagées : le cas de systémes a états infinis (automates
a pile, temporisés, hybrides ... - voir par exemple [5] ou [2]), et le cas de
systémes a états finis, mais distribués. C’est a ce dernier type de systémes
que nous nous sommes intéréssés.

Plus précisément, on se donne un systéme distribué sur une architec-
ture définissant les communications possibles. Ce systéme est ouvert : son
comportement est influencé par 'environnement dans lequel il s’exécute. Les
systémes considérés sont distribués : ils consistent en plusieurs processus qui
communiquent par mémoire partagée. L’architecture du systéme, supposée
connue et fixe au cours du temps, indique les communications qui peuvent
avoir lieu. Un controleur distribué est un systéeme respectant la méme ar-
chitecture de communication que le systéme de départ, donc composé de
controleurs locauz, un par processus, a espace d’états fini. Chaque controleur
local s’exécute sur I'un des sites du systéme, synchronisé avec son processus
associé. Les contrdleurs peuvent communiquer (en respectant 1’architecture),
et inhiber certaines actions suivant la vue du systéme qu’ils peuvent avoir.
Cette synchronisation restreint ainsi I’ensemble des actions locales possibles,
en fonction de 1’état courant du contréleur. Par ailleurs, on se donne une
spécification, i.e., un ensemble de comportements corrects du systéme distri-
bué. Le probléme est alors de déterminer s’il existe un contréleur distribué
qui, une fois synchronisé avec le systéme, ne produit que des comportements
satisfaisant la spécification pour n’importe quels choix de I’environnement. Si
c’est le cas, la question est alors de trouver des algorithmes pour construire
un tel controleur. Il ne s’agit évidemment pas de construire un contréleur
centralisé qui aurait une vue globale.

Le cas distribué connait également de nombreuses variantes, tant sur le
mode de communication des processus (synchrone - cas que nous allons étu-
dier : toutes les variables sont écrites en méme temps, ou asynchrone - avec
une communication par envoi de messages, voir par exemple [15], ou [8]), que
sur le type de spécifications (LTL, CTL*, u-calcul, spécifications portant sur
tous les canaux du systéme -comme dans [11], [6]- ou bien uniquement sur les
canaux communiquant avec l’environnement - comme dans [20], ou encore
spécifications locales, qui ne portent que sur ce que « voit » chaque processus
- voir pour cela par exemple [14]), ou encore sur la prise en compte ou non
d’un délai dans la transmission de I'information. Des tentatives d’unification
de tous ces modéles ont été effectuées dans [16] et [1].

Comme dans le cas séquentiel, il existe un paralléle naturel avec les jeux
distribués, donc les techniques de résolution couramment utilisées sont celles
utilisées pour les jeux et les automates d’arbres. Les travaux de [20] se basant
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sur [19] ont montré que le probléme était indécidable en général.

Dans ce mémoire, nous nous plagons dans le cadre d’une sémantique syn-
chrone, avec des programmes a mémoire locale, et nous considérerons diffé-
rents types de spécifications et de délais. Notons que nous considérerons des
controleurs n’ayant pas de restrictions sur leurs mouvements.

L’objet du stage se base sur un résultat publié par Finkbeiner et Schewe
[6], proposant un critére de décidabilité pour des spécifications du u-calcul
portant sur tous les canaux du systéme. Ce critére ne nous semblant pas
suffisamment fin (ce type de spécifications rend plus facile I'indécidabilité)
et pas suffisamment naturel. En effet, il nous parait plus proche de la réalité
de considérer que la spécification ne porte que sur les inputs et outputs du
systéme (les canaux communiquant avec l'environnement), laissant le pro-
grammeur libre de faire passer 'information sur les canaux internes de ’ar-
chitecture comme il 'entend. Nous avons donc tenté de développer un autre
critére, pour des spécifications portant uniquement sur les canaux externes.
L’apport de ce mémoire se situe & plusieurs niveaux : tout d’abord une cer-
taine unification des différents formalismes car, comme nous ’avons vu, les
modeéles sont multiples. Puis, la compréhension, et parfois la simplification de
certaines preuves présentées succintement dans des articles de conférences.
Enfin, la découverte de nouveaux résultats, en particulier d’'un nouveau cri-
tére pour des spécifications portant uniquement sur les canaux de commu-
nication avec I'’environnement, et pour un nouveau type d’architectures : les
architectures a bande passante maximale.

Nous présenterons a la partie suivante les différentes notations et tech-
niques qui seront utilisées dans ce rapport, ainsi que les principaux résultats
de décidabilité et d’indécidabilité sur lesquels nous nous sommes basés, avant
de présenter dans le chapitre 3 notre nouveau critére de décidabilité.



Chapitre 2

Etat de lart

Nous allons dans ce chapitre définir le cadre formel dans lequel nous allons
nous placer. Nous présenterons ensuite les principaux résultats existants a
partir desquels nous avons travaillé. D’abord, I’exhibition d’une premiére
architecture indécidable [20], rendant le probléme indécidable en général,
ensuite, la preuve de décidabilité de ’architecture de type pipe-line exposée
par O. Kupferman et M.Y. Vardi dans [11], et enfin, un critére nécessaire et
suffisant d’indécidabilité dans un cadre étendu [6].

2.1 Mise en place des définitions

Il existe dans la littérature plusieurs modéles pour représenter les architec-
tures distribuées; nous allons en présenter quelques uns, ainsi qu'un nouveau
(les graphes de variables) qui a été défini durant le stage, et qui nous semblait
plus adapté a notre cadre.

2.1.1 Modéles pour le probléme de synthése distribuée

Architectures. Une architecture distribuée définit des interactions entre
processus communiquant par échange de messages ou mémoire partagée. On
peut la représenter par un tuple : (P, V,r,w) avec P un ensemble de pro-
cessus, V' un ensemble de variables et, si on note env un processus spécial
représentant environnement, r : V' — PU{env} et w: V — PU{env} res-
pectivement les fonctions de lecture et d’écriture sur ces variables. On pose
V =XWYWT avec X = w !(env) 'ensemble des variables d’entrée et
Y = r~!(env) 'ensemble des variables de sortie du systéme. Les variables de
T sont dites internes, celles de X UY externes.

On définit un graphe étiqueté (P, —) ainsi : si r(z) = ¢ et w(z) = p, on



note p = ¢. Intuitivement, p = ¢ signifie que p envoie de I'information a ¢
par le canal étiqueté par la variable z. On note que deux arétes distinctes
sont étiquetées par des variables distinctes. Si 7(z) = env et w(z) = p on
écrit p =. De méme, si r(x) = p et w(z) = env on note = p.

On impose par ailleurs qu’il n’y ait pas d’arc de env vers env. La figure 2.1
donne 'exemple d’une architecture, dite pipe-line.

Fiac. 2.1 — L’architecture pipe-line

On peut abstraire une architecture distribuée en ne considérant plus un
graphe de processus (qui est la représentation classique) mais un graphe de
variables. On définit le graphe (V, A) dans lequel les sommets sont les va-
riables, et les arétes sont définies ainsi : (x,y) € A si w(y) = r(z) € P.
On peut facilement représenter un graphe de processus P par un graphe de
variables V. Les noeuds minimaux de V sont les variables X de I'architecture
distribuée, les noeuds maximaux les variables Y et les arcs sont créés d’aprés
la définition.

La figure 2.2 représente le graphe des variables du pipe-line de la figure 2.1.

rT —=t; —> ty —>= - ——lp—> Y

F1G. 2.2 — L’architecture pipe-line sous forme de graphe de variables

Les figures 2.3 et 2.4 représentent la méme architecture sous forme de
graphe de processus et sous forme de graphe de variables.

F1G. 2.3 — Architecture : graphe de processus

On peut par contre avoir un graphe de variables qui ne corresponde pas a
un graphe de processus tel qu’on I’a défini. Par exemple, le graphe de variables



X1 to ts Y1

F1G. 2.4 — Architecture : graphe de variables

de la figure 2.5 est parfaitement correct, mais n’est pas issu d’'un graphe de
processus valide. En effet, soit le graphe de processus ainsi défini aurait deux
processus différents ayant la variable xq en entrée, ce que le modéle ne permet
pas!. Soit, le processus p lisant z( et le processus ¢ lisant x; écrivent tous
deux sur z;. Ceci est interdit dans le modéle si p # ¢ (voir figure 2.6). Enfin,
si p = ¢, on devrait avoir un arc (z1, 29) dans le graphe des variables.

rg — 2o

X1

21

FiG. 2.5 — Exemple de graphe de variables

La représentation par graphe de variables est donc plus générale que la
représentation par graphe de processus. Par ailleurs, les spécifications ne
considérent que les valeurs des variables, et les stratégies que 'on essaiera de
synthétiser sont également associées aux variables, et non aux processus. Il
est donc plus naturel de faire abstraction des processus et de travailler direc-
tement sur le graphe des variables, ce qui n’ajoute aucune difficulté technique.

Domaines et bande passante. Chaque variable z de V' peut prendre ses
valeurs dans un ensemble fini particulier D(z). On considére que |D(z)| > 1.
En effet, si une variable ne peut prendre qu’une seule valeur, elle peut étre
ignorée, car elle n’apporte aucune information.

On appelle architecture a bande passante maximale une architecture dans

ID’autres modéles [6] 'autorisent, afin de modéliser le multicast, cf. section 2.4.



F1G. 2.6 — Graphes de processus non valides correspondant a la figure 2.5

laquelle, pour toute variable interne ¢t € T', on a

D(t) =[] D). (2.1)

zeX

Ainsi, les domaines de définition de tous les canaux internes sont identiques,
et chaque canal permet de faire suivre la valeur des canaux d’entrée.

Exécutions (comportements, runs). L’état du systéme & un instant
fixé est la valeur des variables, et est décrit par une fonction d’interprétation

S:V—>UD(Z)

zeV

telle que s(z) € D(z) pour tout z € V. On désigne par s[Z] la restriction de
s a Z C V. On remarque qu’'on peut identifier s[Z] & un tuple indexé par Z.
On définit un run (infini) comme une suite d’états sg - Sy...55. ...

Calculs et délai. On travaille dans un cadre synchrone et temps discret. A
chaque instant, I’environnement fournit de nouvelles valeurs pour les variables
d’entrée. Chaque processus calcule alors de nouvelles valeurs qu’il écrit sur
ses variables de sortie, pour obtenir I'état atteint a l'instant suivant. Nous
considérerons deux variantes pour ce calcul :

1. sémantique sans délai (ou 0-délai). Dans cette sémantique, chaque pro-
cessus receoit en entrée a l'instant ¢ ’ensemble des valeurs déja calculées
par ses prédécesseurs (dans le graphe des processus) a l'instant i égale-
ment. Ceci suppose le graphe des processus (ou des variables) acyclique,
puisqu’entre l'instant ¢ et 'instant ¢ + 1, le calcul se propage des en-
trées vers les sorties. L’environnement fournit donc des valeurs pour
les variables d’entrée, qui sont utilisées par les processus minimaux du
graphe pour eux-méme calculer leurs sorties, etc.
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2. sémantique avec délai (ou 1-délai). Dans cette sémantique, les valeurs
des variables sont supposées connues a l'instant initial. Pour passer de
Iinstant ¢ & 'instant ¢ + 1, chaque processus utilise dans son calcul les
valeurs disponibles a 'instant ¢ sur les variables qu’il lit et assigne les
variables sur lesquelles il peut écrire. Autrement dit, dans la sémantique
avec délai, les valeurs lues par chaque processus proviennent de ce qui
a été écrit a l'instant précédent.

Une exécution particuliére sur une telle architecture sera donc un run

50+ 51...5..., identifiable & un mot sur I'alphabet ], ., D(z).

Spécifications. En plus de l'architecture, on se donne une spécification
qui décrit un ensemble de comportements. La spécification peut étre donnée
par exemple par une formule du pu-calcul, en CTL* ou en LTL sur I’alphabet
des différents tuples de valeurs possibles formés par les variables du systéme,
ie. ¥ = [[,ezcy D(2). La spécification porte donc sur les mots constitués
par les runs du systéme. Le langage de spécification est

1. externe il ne permet de spécifier que sur la valeur des variables ex-
ternes. En particulier, la validité d’une formule sur une exécution ne
dépend que de la projection de 'exécution sur Z = X UY.

2. interne s’il permet de spécifier sur la valeur de toutes les variables :
Z=V.

Stratégies. On définit a présent les programmes associés a l’écriture de
chaque variable, programmes qu’on identifie & des stratégies dans un jeu
environnement contre l’équipe des processus. Pour un graphe de variables

(V, A), soit z € V. On note

son ensemble de lecture. Une stratégie pour la variable z est une fonction

g ( [T p@)* — D(z)

teR(z)
si 'on est en 0-délai. On dit dans ce cas-1a que le run sgs; - -+ est un g,-run
si, pour tout ¢ > 0,
$i(2) = g:(so[R(2)] - ... - si[R(2)]).

Dans une sémantique 1-délai, on définit également la stratégie lorsque le
canal d’entrée est vide, ce qui nous donne en fait la valeur de z a l'instant



initial. Une stratégie pour z est donc une fonction

o (I] Wy — De2)
teR(z)

On dit que le run sgsq - - - est un g,-run dans une sémantique 1-délai si, pour

tout 7 > 1,

si(2) = g:(so[R(2)] ... - si1[R(2)]) et

SO(Z) = gz(e)'
Par la suite, on utilisera la notation 5;[X| pour so[X] - - s;[X], c’est-a-dire la
version « avec mémoire » de 'interprétation des variables.

On appellera stratégie distribuée un tuple g = (g.).eruy de stratégies
locales (qu’on notera parfois sous forme ensembliste). Etant donné une stra-
tégie distribuée g = (9. ).eruy, on dit quun run est un g-run si ¢’est un g,-run
pour tout z € T UY. On dit qu'une telle stratégie g réalise une propriété
LTL ¢ si tout g-run satisfait ¢. On dira aussi que g est gagnante (vis-a-vis
de la propriété ¢, qui sera souvent sous-entendue),

Le probléme de synthése. On définit enfin le probléme de synthése (ou
de réalisabilité) de la fagon suivante : étant donnée une architecture 2, une
formule de spécification ¢, on cherche s’il existe des stratégies (f.),cr y
pour les variables internes et de sortie, telles que tous les runs respectant ces
stratégies satisfassent la spécification 1, et si c’est le cas, on veut synthétiser
de telles stratégies & mémoire finie.

Exemple. Sur 'architecture représentée sur la figure 2.4, le probléme de
synthése distribuée 0-délai va donc étre, étant donnée une formule ¢ sur I’al-
phabet ¥ = D(x¢)x D(z1) X D(yo) X D(y1), de trouver les programmes/stratégies

Gy - D(Q?O)Jr - D(tO)
g, = D(wo)" — D(t1)
g, = D(@1)" — D(ta)
gts + D(to)" — D(ts)

9, ¢ (D(th)

gr. : (D(t1) x D(t2))"
9y + (D(t3)

Iy - D(t5>+

telles que pour tout run respectant ces stratégies locales, c’est-a-dire tout run
Sp - 51+ - tel que pour tout 7, s;(2) = ¢.(5;(R(2))), so| X UY] - s [XUY]---
satisfait ¢.



2.1.2 Constructions sur les arbres

Les stratégies se représentent tout naturellement sous forme d’arbres.
Dans le cas 1-délai, une stratégie est un arbre par définition. Dans le cas
0-délai, la stratégie n’est pas définie sur le mot vide. On étend une telle
stratégie f, : ([[;cp) D(t))" — D(2) en un arbre en posant f.(e) = L, ot
1 ¢ XUY UZ. De la méme fagon, un ensemble de runs se représente par
un arbre.

On introduit & présent des constructions sur les arbres, qui permettent
en particulier de passer d’un arbre de stratégie a I’arbre des comportements
induits par la stratégie.

— Pour ¢ un (X, Y)-arbre, on note zray(t) le (X, (XUL)xY)-arbre tel que
zray(t)(e) = (L,t(e)), et, pour tout ¢ € X*, x € X, zray(t)(o-z) =
(z,t(o - x)).

— Pour X, Y et Z ensembles finis, et pour ¢ un (X, Y)-arbre, on construit
widez(t) un (X x Z,Y)-arbre tel que pour tout (ox,0z) € (X x Z)*,
(widey(t))(ox,07) = t(ox). Les étiquettes de widey(t) ne tiennent
donc pas compte de la valeur dans Z du nceud.

— Pour ¢t un (X, Y)-arbre, on note delay(t) le (X,Y)-arbre tel que pour
tout 0 € X*, x € X, delay(t)(o - x) = t(o) et delay(t)(e) = e.

On remarque que dans le cadre 0-délai, on peut exprimer un arbre de run

s suivant la stratégie f en fonction de l'arbre de f ainsi : s = zray(f). En
effet, les nceuds de I'arbre de stratégie étant les variables d’entrée, ’arbre de
f donne les valeurs sur les variables de sortie aux mémes instants. Pour lire le
run sur les étiquettes de ’arbre, il faut les enrichir avec la valeur des variables
d’entrée, donc des nceuds. Dans le cas 1-délai, on a s = zray(delay(f)).

2.1.3 Rappels sur les automates d’arbres

Cette analogie entre les arbres et les stratégies méne tout naturellement a
utiliser des techniques d’automates d’arbres alternants ou non déterministes
pour résoudre le probléme de synthése distribuée. Les automates d’arbres
alternants ont été introduits dans [17] comme une généralisation des auto-
mates non déterministes. Nous présenterons ici ces derniers comme un cas
particulier des premiers.

Un automate d’arbres alternant A = (Y, @, qo, 9, &) accepte, pour un en-
semble X donné, des (X,Y)-arbres complets. L’ensemble @) est 1’ensemble
des états de 'automate, avec qq I’état initial, 0 la fonction de transition, et «
une condition d’acceptation (qui définit un sous-ensemble de @*). La fonc-
tion 0 : @ XY — BT (X x Q) (ou BT (X x Q) est 'ensemble des formules
booléennes positives sur X x ()) associe a un état de 'automate et a une lettre
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une formule donnant les nouvelles configurations possibles de 'automate. Par
exemple, si X = {0,1}, 6(¢,y) = (0,q1) A (0,q2) V (0,92) A (1,42) A (1,¢3)
signifie que lorsque 'automate est dans ’état ¢ et lit la lettre y, il peut soit
envoyer deux copies, dans 1’état ¢; et dans I'état g9, dans la direction 0, soit
envoyer une copie dans 1’état ¢, dans la direction 0, et deux copies, dans
I’état ¢o et dans ’état g3 dans la direction 1.

Un run sur un automate d’arbres alternant A sur un (X, Y')-arbre ¢ est un
(D, X*xQ)-arbre p, ot D est un ensemble fini. Chaque nceud de p correspond
a un noeud de ¢, mais plusieurs noeuds de p peuvent correspondre au méme
neeud de ¢. Un neeud de p étiqueté par (z,q) définit une copie de 'automate
se trouvant dans I’état ¢ et lisant le noeud = de ¢ (c’est-a-dire ¢(x)). Un noeud
de l'arbre de run et ses enfants doivent satisfaire la fonction de transition :
acp P(op - d) E 8(plon) . Hplon)ix-)):

Un chemin infini est étiqueté par la suite infinie détats visités. Un run est
acceptant si tous ses chemins infinis satisfont la condition d’acceptation «.

Il existe d’autres définitions des automates d’arbres alternants, les re-
présentant comme des jeux (les états étant divisés en deux groupes pour
représenter les joueurs universel et existentiel) (voir par exemple [9]).

Un automate d’arbres non déterministe est un automate d’arbres alter-
nant dans lequel la fonction de transition est définie de telle sorte qu’elle
n’envoie qu’une seule copie de l'automate dans chaque direction. Un run
d’un automate non déterministe sur un (X, Y)-arbre ¢ peut étre vu comme
un arbre (X,Y x @) qui serait arbre ¢ auquel on a rajouté dans I’étiquette
de chaque noeud I'état visité par 'automate & ce moment.

On rappelle le théoréme suivant :

Théoréme 2.1.1 ([18))

Un automate d’arbres alternant de Rabin avec m états et k paires peut
étre transformé en un automate non déterministe équivalent, avec m©("*)
états et O(mk) paires.

2.2 Indécidabilité du probléme en général

Pnueli et Rosner ont exhibé dans [20] plusieurs architectures pour les-
quelles le probléme de synthese distribuée était indécidable pour des spéci-
fications LTL. La preuve se base sur une réduction du probléme de l'arrét
d’une machine de Turing. L’architecture indécidable de base est I’architecture
totalement déconnectée, c’est-a-dire constituée de deux processus ayant cha-
cun une variable d’entrée et une variabled de sortie, et ne communiquant pas
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entre eux (voir figure 2.7). La preuve repose sur une réduction du probléme
de 'arrét d’une machine de Turing.

Zo X1
Yo Y1

F1G. 2.7 — Architecture 2,

En effet, étant donnée M une machine de Turing quelconque, on peut
définir une spécification LTL ®,, telle que ®,; est réalisable sur 2y si et
seulement si M s’arréte sur bande vide. Plus précisément, supposons que
les domaines D(zg) et D(z1) valent {0,1} et que les domaines D(y,) et
D(y;) permettent de coder les différentes configurations de M ainsi qu’'un
symbole spécial $. Alors on peut écrire une formule de spécification LTL
pour laquelle la seule réalisation possible soit pour chaque processus d’écrire
la suite de configurations de la machine de Turing M. Nous allons la décrire
informellement. Cette spécification est de la forme

Prr = P1 — (Y2 A 3) (2.2)

avec :
— la formule v; impose que les canaux d’entrée (i.e. ’environnement)
n’écrivent un symbole 1 que si les deux canaux de sortie ont écrit un
symbole $ & I'instant précédent, et que la différence entre le nombre de

1 écrit sur chaque fil n’excéde jamais 1. Par la forme de ®,;, I’environ-

nement perd s’il viole cette contrainte.

— la deuxiéme formule (1)9) assure

— que chaque canal de sortie n’écrive que des $ jusqu’a ce que son
canal d’entrée écrive 1, moment & partir duquel il écrit le code de la
premiére configuration de la machine de Turing M, suivi d’une suite
non vide de $.

— que, par la suite, a chaque fois qu'un processus recoit un 1 sur son
canal d’entrée, il écrive sur son canal de sortie une configuration
légale de la machine de Turing M,

— que, a chaque fois qu’il y a un 1 sur les deux canauzr d’entrée, les
configurations Cy et (' sorties sur les canaux yg et y; respectent les
conditions suivantes :

— Cy = (] sile nombre de 1 est le méme sur les deux canaux d’entrée,
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— CyF C;siil yaun 1 de plus sur le canal d’entrée xy que sur le
canal d’entrée x1,

— 1 F Cysiil yaun 1 de plus sur le canal d’entrée x7 que sur le
canal d’entrée x,

avec Cy - C signifiant que les configurations Cy et C; sont deux

configurations successives de la machine de Turing M.

— et enfin, 13 impose que si il y a un nombre infini de 1 sur les canaux
d’entrée, alors sur les canaux de sortie sera codée une configuration
finale de la machine de Turing.

On peut montrer que la seule stratégie distribuée réalisant la spécification

o = 11 — 1y fait écrire des $ sur chaque canal de sortie jusqu’a ce que le
canal d’entrée correspondant écrive un 1. Puis, quand on lit le k-iéme 1 sur
le canal d’entrée, elle fait écrire sur le canal de sortie la k-iéme configuration
de la machine de Turing M. C’est également la seule stratégie gagnante pour
®,s, qui assure en plus la convergence de M. On a donc le résultat suivant :

Lemme 2.2.1

La spécification @, est réalisable sur 2 si et seulement si M s’arréte sur
bande vide.

On a donc I'indécidabilité du probléme de synthése sur ’architecture 2.

On constate que la partie importante de la formule ®,; est la sous-
formule 15 qui impose aux deux configurations sur les deux canaux de sortie
d’étre « ordonnées » correctement, alors que les stratégies que 1’on cherche
ne peuvent pas savoir ce qu’a recu l'autre processus. On voit 1a la source
principale d’indécidabilité : une spécification globale est trop forte pour des
stratégies locales.

2.3 Deécidabilité du pipe-line

La preuve de décidabilité de cette architecture a été présentée dans |20]
pour les spécifications LTL, puis reprise et généralisée dans [11] pour des spé-
cifications CTL* qui s’autorisent, contrairement au papier originel, & contraindre
les variables internes (i.e. les variables dans 7). En effet, O. Kupferman et
M. Vardi s’intéressaient dans ce papier a la décidabilité des architectures. Or,
si I’on sait décider le probléme de synthése dans le cas de formules spécifiant
toutes les variables du systéme, on sait également le décider pour des for-
mules ne s’autorisant & contraindre que les variables d’entrée et de sortie, le
second ensemble de formules étant inclus dans le premier.

Nous nous plagons ici, comme dans [11], dans une sémantique 1-délai, et
avec des spécifications CTL*.
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2.3.1 Préliminaires

On considére que si deux variables y et z ont le méme ensemble de lec-
ture et sont en lecture des mémes variables (R(y) = R(z) et A(y) = A(2)),
alors on les fusionne en une seule variable x dont le domaine de définition
est D(z) = D(y) x D(z). On définit donc une architecture pipe-line comme
une architecture dans laquelle chaque variable n’a qu'une variable en lec-
ture : pour tout z € Y UT, |R(z)| = 1. Intuitivement, dans un pipe-line,
I'information est transmise de processus en processus, en droite ligne depuis
le canal d’entrée jusqu’au canal de sortie. Soit une formule 1) de CTL* et une
architecture distribuée de type pipe-line.

SRR B
F1G. 2.8 — L’architecture pipe-line

Soit z la variable d’entrée et D(z) I'ensemble de ses valeurs, et soit {t;}
I'ensemble des variables dans T telles que (z,t1) € A, et pour tout 1 < i < n,
(tic1,ti) € A, (tn,y) € A. On note D(0) = ;e D(t) U D(y).

Un arbre de run (ou de comportement) ¢ est donc un D(z)-arbre (D(x) x
D(o))-étiqueté t : D(z)* — (D(z) x D(0)) associant a chaque entrée du
systéme la valeur sur toutes les variables a cet instant. On rappelle que, dans
une architecture avec délai, 'arbre de run ¢t : D(z)* — D(z) x D(y) U L
induit par un arbre de stratégie f : D(x)* — D(y) est :

te) = L
t(s) = s, f(e) pour tout s € D(x)
t(s1...8,) = Sp, f(s1+°-8,_1) pour tous (sy,...,s,) € D(x)"

On définit la composition de deux stratégies dans le cas du pipe-line avec
une sémantique 1-délai. 11 s’agit de calculer par une seule fonction (la fonction
composée) les valeurs en sortie de deux processus en fonction des valeurs
en entrée du premier, valeurs tenant compte du délai dans la transmission
des informations (voir figure 2.9). C’est-a-dire que la stratégie composée va
calculer la valeur de la variable y en fonction de 'entrée sur x ainsi que la
valeur de la variable z en fonction des entrées sur la variable y jusqu’a l'instant
précédent. Ainsi les comportements induits par les stratégies distinctes ou par
la stratégie composée sont identiques.

On note formellement en se basant sur ’abstraction des arbres :
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. fy@1f=: D(x)” = D(y) x D(2)

z

F1G. 2.9 — Vision de I'architecture pour une stratégie composée

Définition 2.3.1 (Composition de stratégies avec délai)

Soit f : X* =Y et f':Y* — Z deux arbres de stratégie. On définit leur
composition fR,f : X* — Y X Z comme suit :

feuf'le) = (f(e). f'(e))
forf (@ an) = (flar ), f(fO)f(21) - flar - 201)))

On définit également un autre type de composition pour le pipe-line :
étant donné un arbre de run ¢ : D(y)* — D(y) x D(z) U L et un arbre de
stratégie f : D(x)* — D(y), on définit le comportement composé de t tel
que zray(t') =t et de f sur y et z comme le comportement sur y et z en
fonction de z, basé sur le comportement sur y induit par la stratégie f et le
comportement sur z qui en découle. Formellement on note :

Définition 2.3.2 (Composition de stratégie et de runs)

Soit f : X* — Y un programme et t : Y* — Z un comportement. On
définit leur composition f@®qt: X* — Y X Z ainsi :

f@ﬂf(e) = (_L,L)
fout(er-xn) = (f(ar-zpa), t(fle) - flz1-- 201)))

On va maintenant exposer des théorémes généraux sur différentes construc-
tions et transformations d’automates d’arbres, théorémes qui vont nous étre
utiles pour décider la réalisabilité.

Théoréme 2.3.3 ([13])

Pour toute 1) formule de CTL*, on peut construire un automate d’arbres
Ay tel que A, reconnaisse exactement les arbres satisfaisant 1).
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L’automate ainsi construit reconnait des arbres dans lesquels la structure
est apparente : les nceuds sont également étiquetés par leur direction : ce sont
exactement les arbres de runs satisfaisant .

Théoréme 2.3.4 ([12])
Pour tout A automate alternant sur des X -arbres (X x Y')-étiquetés, on

peut construire A" automate alternant sur des X-arbres Y -étiquetés tel
que t € A’ si et seulement si xray(t) € A.

Le probléme de synthése de programmes dans le cas du pipe-line est ré-
solu en se basant sur l'idée suivante : il s’agit de considérer le pipe-line au
départ comme une architecture singleton, avec plusieurs canaux de sortie,
puis de décider si la stratégie gagnante pour 'architecture singleton peut
étre distribuée de fagon a correspondre a la structure du pipe-line. Pour cela,
deux approches similaires peuvent étre adoptées. La premiére, présentée par
[11], est ce que nous avons appelé la vision « stratégies ». Elle se base sur
la définition de la composition de stratégies 2.3.1. On calcule une stratégie
globale pour toutes les variables du pipe-line, puis, inductivement, on dé-
compose cette stratégie initiale en stratégies spécifiques a chaque variable de
I’architecture, par des constructions d’automates d’arbres. La deuxiéme ap-
proche a été développée au cours du stage et est trés proche de la précédente.
La différence réside dans le fait qu’au lieu de calculer une stratégie globale
pour les variables du pipe-line, on calcule les runs du pipe-line satisfaisant la
spécification, puis, en utilisant la définition 2.3.2, on extrait inductivement
les différentes stratégies pour les variables qui, composées avec le compor-
tement du reste du pipe-line, vont induire un comportement accepté. Nous
présentons dans les parties suivantes ces deux approches successivement.

2.3.2 Vision « stratégies »

La construction pour décider de I'existence d'une stratégie distribuée sa-
tisfaisant ¢ se base principalement sur le théoréme suivant :

Théoréme 2.3.5 ([11])

Soit un automate d’arbres non déterministe A acceptant des X-arbres
Y x Z-étiquetés. On peut construire un automate A’ alternant reconnais-
sant des Y -arbres Z-étiquetés T tels qu’il existe un arbre de stratégie
f tel que la composition f&,T soit acceptée par A. On note L(A') =
shapeay (L(A)).

Démonstration: (Idée de preuve) Soit A = (Q,Y x Z,qo,d, ) automate
non déterministe avec Q I'ensemble d’états, Y x Z I'ensemble d’étiquetage,
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qo V'état initial, § la fonction de transition et « la condition d’acceptation.
On construit 'automate du théoréme ainsi : A" = (Q, Z, qo, ', ) avec

§'(q,2) = \/ (s1,) Ao A(s)x)51)-

L’idée est que 'automate A’ mime sur un arbre ¢ le comportement qu’aurait
A sur la stratégie composée d’un certain programme f qu’on devine et t.
Il accepte donc un arbre ¢ si et seulement si on a pu deviner un arbre f tel
que la composée selon 2.3.1 de f et de t est acceptée par A.

— Soit t un Y-arbre Z-étiqueté accepté par A’. On a donc un run ac-
ceptant de A’ sur ¢t. La racine du run est étiquetée par (g,,€) et
Pautomate lit la lettre #(e). On devine yg = f(€) et on se comporte
selon A sur (qo, (f(€),t(€)) c’est-a-dire selon §(qo, f®1t(€)). On va
donc dans les états q1,...,q x| tels que ((q1,21),--.,(qx,|x])) F
3(qo, f(€),t(€)) et dans la direction f(€). Toutes les copies de l'au-
tomate vont donc lire ¢(f(€)). Soit une copie de 'automate se trou-
vant dans ’état ¢;. Dans 'automate A, cela signifie que 1'on est allé
dans la direction z; dans Parbre composé. La lettre y que A’ va donc
deviner correspondra a f(x;). L’automate A’ se comporte suivant
(¢, (f(zi),t(f(€))) = 6(qi, f@r1t(x;)). 11 choisit 'ensemble d’états
(81, 75|X\) tel que ((s1,21), ..., (5\X|a$|X\)) = 0(qi, (f (i), t(f(e)))
et envoie toutes les copies dans la direction f(x;). Par suite, une copie
de A’ dans un état s (qui était associé a une direction z) et dans un
nceud y correspondant a f(o-x1) valire t(f(o-x1)), deviner f(o-x1-x)
et se comporter en suivant 6(s, (f(o-x1-2),t(f(c-x1)))), qui est bien
égal & f®1t(0 - x1 - x). Le run de A’ correspond bien & un run de A
sur la composée d’'une stratégie f et de t. De plus, la suite d’états
dans I'arbre de run étant la méme, le run de A est acceptant.

— Réciproquement, soit ¢t un Y-arbre Z-étiqueté et f un X-arbre Y-
étiqueté tel que f1 = f®1t € L(A). Soit un run acceptant de A
sur fi. Alors on construit un run acceptant de A’ sur ¢ en devinant
les bonnes valeurs de f et en choisissant les ensembles d’états qui
étiquettent le run de A.

Intuitivement, 'automate A’ fonctionne ainsi : lorsqu’il lit une valeur z
sur I’arbre, il devine la valeur que le processus précédent est en train d’écrire
(programme f qu’on devine) et va dans cette direction car c’est la valeur
qu’on lira & linstant suivant (prise en compte du délai). Les états dans
lesquels se trouvent les différentes copies de 'automate & l'instant suivant
mémorisent la valeur qu’a lue le processus dont on devine la stratégie et
influent sur la valeur de f qu’on va deviner (f(o - x;) si on est dans l'état
associé a la direction ;).

L’algorithme de décidabilité fonctionne comme suit :
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— On construit un automate A, qui reconnait I’ensemble des arbres de
comportement satisfaisant la formule ¢ (en se servant du théoréme 2.3.3).
Cet automate contient les valeurs des inputs sur ses étiquettes.

— On construit Pautomate Ay qui accepte les arbres t tels que zray(t)
€ E(Aw). C’est-a-dire qu’il accepte uniquement les arbres acceptés par
Ay, pour lesquels la partie de I'étiquette correspondant a 'input est la
méme que le noeud étiqueté, en supprimant cette information devenue
redondante. L’automate A, accepte donc des arbres ¢t : D(x)* — D(o)
(en se servant du théoréme 2.3.4).

— On construit 'automate A{, qui accepte les arbres t tels que delay(t)
€ L(A,). Aj accepte donc les stratégies globales qui induisent un
comportement satisfaisant ¢. En effet ¢ € L£(Ay) si et seulement si
zray(delay(t)) € L(Ay). Si il existe une stratégie distribuée acceptée
par Aj, alors ¢ est réalisable. On procéde par induction.

—Pour1<i<n-—1
— On construit A; automate non déterministe équivalent a A;_;.
~ On construit A; = shapeg p(,,, automate alternant acceptant des

D(t;)-arbres D(t;11) X --+ X D(t,)-étiquetés T, programmes pour
les variables t;,1, - -t, tels qu’il existe un programme f pour ¢; (un
D(t;_y)-arbre D(t;)-étiqueté) tel que f&1T € L(A;) (en utilisant le
théoréeme 2.3.5).

— L(A,) est non vide si et seulement si il existe une stratégie f, pour
y telle qu’il existe une stratégie f, pour t, telle qu’il existe ... une
stratégie f1 pour t; telle que f1®;---®1f, ® f, soit une stratégie
gagnante pour 1, c’est-a-dire que tout f1®; - - - ®1 f, ® f,-run satisfasse
1.

On a donc L£(A__,) est non vide si et seulement si ¢ est réalisable.

2.3.3 Vision « comportements »

Nous exposons a présent I’approche considérant les comportements du
systéme. Pour cela, nous avons besoin d'un théoréme similaire au théo-
réeme 2.3.5 mais permettant d’extraire des stratégies d’arbres de comporte-
ments globaux. Nous avons développés cette approche car elle nous semblait
au premier abord plus naturelle. L’étape initiale de [11] qui consiste & sé-
lectionner les stratégies globales gagnantes conduit en fait & considérer le
pipe-line comme une architecture singleton pour lequel on calcule une stra-
tégie. Intuitivement, il nous semblait plus naturel de considérer quels étaient
les comportements acceptants (puisque ¢ contraint les comportements), puis
d’en déduire les stratégies pour les processus.
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Théoréme 2.3.6

Soit un automate d’arbres non déterministe A acceptant des X -arbres Y x
Z-étiquetés. On peut construire un automate A’ alternant reconnaissant
desY -arbres Z-étiquetést tels qu’il existe un arbre de stratégie f tel que la
composition f@4t soit acceptée par A. On note L(A') = shapegy (L(A)).

Démonstration: (Idée de preuve) Soit A = (Q,Y X Z,qo,0,a) automate
non déterministe avec Q I'ensemble d’états, Y x Z I'ensemble d’étiquetage,
qo V'état initial, § la fonction de transition et « la condition d’acceptation.
On construit 'automate du théoréme ainsi : A" = (Q x Y, Z, (qp, L), 8", a0 x
Y') avec

& ((q,y), 2) =

\/ ((s1:91),91) Ao A((S1x75 91), 91)-
ney
((s1,21), ..., (81x],21x1)) = (g, (y,2))

Soit t; € L(A’). On a donc un run acceptant de A’ sur ¢;. La racine du
run est étiquetée par (qo, L) et lit ¢1(e). L’automate A’ devine une valeur
y1 (qui va étre égale a f(e)) et choisit un ensemble d’états (q1,-..qx|)
tels que (q1,71),---,(qx),7x|) F 6((q0, L), t1(€)). L’automate se trouve
maintenant dans un noeud étiqueté par (g;,y1) et lit t1(y1) = t1(f(€)). On
se comporte donc comme A sur (f(e),t1(f(€))) = t(z), pour z € X. Les
fils de ce nceud dans I'arbre de run sont étiquetés par les états (s;,y2) avec
ya = f(m;) et les s; tels que (s1,21) A ... A(s)x],7)x|) F (g, y1,t1(y1)) =
5(q;, t(x)). Par suite, lorsque 'arbre du run de A’ est dans un neeud étiqueté
par (¢,y = f(ox)), il lit t1(oy - y) (pour oy € Y™). Ses fils dans l'arbre
de run seront étiquetés par les différents ¢, et y/'(= f(ox - z)) tels que
Naoex Qe ®) F (g, y,t1(oy -y)) = (g, f(ox),t1(f(ox)). Ainsi, & ce run de
A’ correspond un run de A sur la composition @7 d’un certain arbre (de
stratégie) f qu’on devine et de ¢;. Les deux runs étant étiquetés par les
mémes états, le run de A est acceptant, et donc il existe un arbre f tel que
f®1tq soit accepté par A.

Réciproquement, soient f et t; tels que f@it; € L(A). On a alors un
run acceptant de A sur f@®1¢1. On construit un run acceptant de A sur ¢4
en devinant la stratégie f et en choisissant les ensembles d’états étiquetant
le run acceptant de A.

On a donc L(A") = shapeay (L(A)). [ |
L’algorithme de décision est le suivant :

— On construit 4, I'automate reconnaissant les arbres de comportement
globaux satisfaisant .
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— On construit Ay acceptant les arbres ¢ tels que zray(t) € L£(A,). On
procéde ensuite par induction :

-Vli<i<n-—-1
— On construit A;_, automate non déterministe équivalent a A;_;.

— On construit A; = shapeg D(ti)(ﬁ(A;_l). A; accepte des arbres de
comportement ¢ : D(t;)* — D(t;11) U... U D(t,) tels qu’il existe un
arbre de stratégie f: D(t;_1)* — D(t;) tel que f&,t € L(A]_))

— A, _1 accepte des arbres de comportement ¢ pour %, tels qu’il existe
une stratégie f,_; pour t,_1, ... une stratégie f; pour t; telles que
fi®1(- .. (fam1®1t)) € L(A,). On construit A, tel que t € L(A,) si
et seulement si delay(t) € L(A, |)(A, = wait(A,_1)) et on a un
automate d’arbres acceptant des arbres de stratégie f, pour t, tels
qu’il existe une stratégie f,,_; pour t,_1, ... une stratégie f; pour t;
telles que f1@1(... (fn1®1t)) € L(A,).

L(A,) non vide si et seulement si ¢ est réalisable.

2.3.4 Remarque sur la complexité

On remarque que dans 'une comme 'autre des constructions, le théoréme
de base faisant marcher la preuve a besoin d’'un automate non déterministe
pour construire un automate alternant. Donc, pour passer a 'induction, on
doit transformer ’automate alternant nouvellement construit en un automate
non déterministe. Cette opération ayant un cotit exponentiel et devant étre
répétée O(n) fois pour un pipe-line de taille n, on obtient une complexité
non élémentaire a priori pour la décidabilité du pipe-line.

2.4 Critére de décidabilité pour spécifications
sur toutes les variables

B. Finkbeiner et S. Schewe [6] ont étendu ce résultat de décidabilité du
pipe-line et ont exhibé un critére uniforme d’indécidabilité : 'information
fork. Ce critére est vrai pour des spécifications du p-calcul qui contraignent
toutes les variables du systéme (internes et externes). Par ailleurs, le modeéle
utilisé autorise le « multicast » de 'information — c’est-a-dire qu'une méme
variable peut étiqueter plusieurs arétes. Ici encore, les preuves reposent sur
des techniques d’automates d’arbres. Nous ne les développerons pas, mais
présenterons plutot les idées intuitives sur lesquelles repose ce critére. Ici,
nous allons utiliser comme définition d’information fork la caractérisation
présentée dans [6], utilisant le formalisme des graphes de processus.
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2.4.1 Définition

Soit (P, V,r,w) une architecture distribuée classique. On définit un ordre
=< sur les processus tel que p < ¢ si et seulement si « p a au moins autant
d’information que ¢ ». Formellement, si on pose

E,={z€V/z¢r7'(n)}
I’ensemble des variables invisibles pour p, et
U, ={q € P/ iln'y a pas de chemin de 'environnement a p dans E,}

on dit que p < ¢ si et seulement si g € U,.
Définition 2.4.1 (Information fork)

On dit qu’une architecture a un information fork si et seulement si on ne
peut pas totalement pré-ordonner tous ses processus.

La figure 2.10 donne des graphes dans lesquels le préordre est total. La
figure 2.11 met en évidence la fourche d’information dans des architectures

F1G. 2.10 — Exemples de graphes de processus sans information fork

2.4.2 Procédure de décision

Le résultat principal de [6] est le suivant.
Théoréme 2.4.2

Le probléme de synthése sur une architecture 2l est décidable pour des
spécifications p-calcul portant sur toutes les variables si et seulement si
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F1G. 2.11 — Exemples de graphes de processus avec information fork

A est sans information fork.

Lorsqu’une architecture ne contient pas d’information fork, ’algorithme
de synthése commence par effectuer quelques transformations dessus : es-
sentiellement il s’agit de regrouper les processus ayant la méme quantité
d’information, et de supprimer les arcs allant d’un processus moins informé
vers un processus plus informé.

Les processus ayant accés a la méme quantité d’information peuvent si-
muler les stratégies de leurs variables réciproques : on peut donc les fusionner
en un seul processus et obtenir ainsi une architecture totalement ordonnée
équivalente a ’architecture initiale. Dans le méme ordre idée, les arcs allant
d’un processus moins bien informé a un processus mieux informés sont redon-
dants car ces arcs « retour » peuvent étre simulés par le processus le mieux
informé. On peut donc construire une architecture équivalente a I’architecture
totalement ordonnée déja obtenue en supprimant tous les arcs « retour ».

Une fois ces transformations effectuées, on obtient une architecture de la
forme présentée a la figure 2.12.

C’est en fait un pipe-line dans lequel chaque processus peut recevoir des
entrées de ’environement. Cette architecture reste décidable, et avec des tech-
niques d’automates d’arbres, car les processus sont totalement ordonnés : le
premier processus a acces a toute l'information. La synthése de programme
est donc une généralisation de la construction par automate d’arbres présen-
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F1G. 2.12 — Forme générique des architectures décidables

tée dans [11] (et que nous avons rappelée a la section 2.3) : il s’agit, a partir
de 'automate d’arbres reconnaissant les stratégies globales du systéeme, de
construire successivement des automates d’arbres reconnaissant des straté-
gies globales pour un nombre de plus en plus petits de processus, tels qu’il
existe des stratégies pour les processus « retirés » de ’architecture globale,
telles que le comportement global induit satisfait la spécification. Comme a
la section précédente, la preuve repose sur un théoréme assurant que cette
opération de quotient sur les automates d’arbres est possible.

2.4.3 Indécidabilité des architectures avec information
fork

La preuve d’indécidabilité repose sur I'idée que dés que I’environnement
envoie de I'information séparément a deux processus distincts, cela suffit pour
retrouver la preuve d’indécidabilité donnée dans [20]. En effet, rajouter de la
communication entre les processus dans ce cas-la n’apporte rien, car la spéci-
fication - portant également sur les canaux internes - peut imposer d’encoder
I'information transmise, rendant ainsi la valeur en entrée inutilisable pour le
deuxiéme processus.
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Chapitre 3

Nouveaux résultats : Un nouveau
critére de décidabilité

Dans ce chapitre nous présentons un critére de décidabilité pour des spé-
cifications du p-calcul ne contraignant que les variables d’entrée et de sortie
du systéme (et non les canaux internes), sur les architectures a bande pas-
sante mazimale, dans une sémantique 0-délai. Nous exposons d’abord ce qui
nous a amené a définir un tel critére, puis nous présentons la preuve de dé-
cidabilité d'une architecture servant de base & la décidabilité du critére, et
enfin le critére proprement dit : la notion d’information incomparable.

3.1 Motivations

Type de spécifications

Le critére proposé dans [6] - qui autorisait les spécifications a contraindre
toutes les variables du systéme - ne nous semblait pas satisfaisant : contraindre
les variables internes force parfois I'indécidabilité ; que se passe-t-il si I’on veut
étre plus fin? D’un point de vue intuitif, il semble raisonnable de supposer
que les processus a l'intérieur d’'une architecture sont libres de communi-
quer de la fagon dont ils le souhaitent pour obtenir le résultat attendu, qui,
lui, repose sur les variables d’entrée et de sortie uniquement. C’est d’ailleurs
le cadre proposé par Pnueli et Rosner dans [20]. Par la suite O. Kupfer-
man et M.Y. Vardi (dans [11]) ont démontré des résultats de décidabilité
sur certaines architectures (en partie exposée au chapitre précédent) pour
des spécifications CTL* contraignant toutes les variables du systéme. Cette
extension du pouvoir d’expression des formules nous semble justifiée dans ce
cas précis car il s’agissait de décidabilité ; le résultat est donc plus fort. Par

24



contre, ce type de spécification réduit le nombre d’architectures décidables :
nous montrons a la section 3.2 une architecture indécidable pour une spécifi-
cation contraignant toutes les variables, mais qui devient décidable si on léve
cette derniére contrainte. Ce type de spécifications nous semble donc trop
fort pour un critére (nécessaire et suffisant) de décidabilité.

Bande passante

Par ailleurs, lorsque les canaux internes ne sont pas contraints par la
spécification, un facteur qui influence beaucoup la décidabilité de ’architec-
ture est celui de la bande passante de ces canaux - la quantité d’information
qu’ils peuvent transmettre. C’est pourquoi, dans un premier temps, nous
nous sommes proposés de démontrer un nouveau critére de décidabilité, sur
des architectures a bande passante maximale, c¢’est-a-dire des architectures
pour lesquelles les bandes passantes des canaux internes sont suffisamment
grandes pour faire passer toute l'information possible. Cette contrainte sur
les bandes passantes est d’ailleurs souvent une condition nécessaire de déci-
dabilité : des architectures décidables si I’on est a bande passante maximale
deviennent indécidables si on restreint d’une certaine maniére la capacité des
canaux.

Par ailleurs, nous considérons pour ce critére une sémantique 0-délai.

3.2 Preuve de décidabilité de ’architecture 2,

Nous allons d’abord prouver la décidabilité de D’architecture de la fi-
gure 3.1 (ou 3.2)ci-dessous dans laquelle |D(z¢)| < |D(y)|. Cette architecture
va se révéler étre 'architecture sous-jacente de toutes les architectures déci-
dables dans ce contexte, c’est donc sa décidabilité qui induit la décidabilité
de toutes les architectures n’ayant pas d’information incomparable. Cette
architecture contient un information fork au sens de [6] (formé par les va-
riables g et 1 et par les processus Py et P;) et est donc indécidable pour
des spécifications du p-calcul contraignant toutes les variables du systéme.

Nous allons montrer que dans le cadre que nous nous sommes fixés :

— spécifications ne portant pas sur Y,

— bande passante suffisante,
cette architecture devient décidable. Nous exposons tout d’abord une construc-
tion générale sur les automates d’arbres, puis nous montrons comment elle
s’applique a la décidabilité de I'architecture de la figure 3.2, pour des spécifi-
cations du p-calcul, dans une sémantique 1-délai, puis dans une sémantique
0-délai.
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F1G. 3.2 — Architecture 2; : graphe de variables

3.2.1 Constructions sur les automates d’arbres

Rappels sur les arbres

On rappelle les théorémes suivants :

Théoréme 3.2.1 ([10))

Etant donnée une formule ) du p-calcul sur un ensemble AP de propo-

sitions atomiques et un ensemble X de directions, il existe un automate
alternant a parité A, x reconnaissant exactement les (X, 24F)-arbres sa-
tisfaisant 1.

On rappelle que, étant donné un (X, Y)-arbre ¢t on note zray(t) le (X, X x

Y)-arbre ¢t auquel on a ajouté la direction du noeud dans chaque étiquette.
Formellement, pour o € X*, z € X, zray(t)(c-x) = (z,t(c-x)) et xray(t)(e) =

L

On définit également, pour tout (X,Y)-arbre ¢ un (X x Z,Y)-arbre

widey(t), dont les étiquettes ne tiennent pas compte de Z. Formellement,
pour tout (ox,0z) € (X x Z)*, widez(t)(ox,07) = t(ox).

Enfin, pour tout (X, Y)-arbre ¢, on peut construire un (X, Y')-arbre delay(t)

tel que pour tout 0 € X*, x € X, delay(t)(o-z) = t(xo-0), avec zy € X une
valeur arbitraire de direction de la racine.
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Théoréme 3.2.2 ([12))

Soit un automate d’arbres alternant A sur des (X, X x Y)-arbres. On
peut construire un automate d’arbres alternant A’ sur des (X, Y )-arbres
tel que A’ accepte un arbre t si et seulement si A accepte xray(t).

On note A’ = cover(A).
Théoréme 3.2.3 ([12])

Soient XY et Z des ensembles finis. Soit un automate d’arbres alternant
A sur des (X x Z,Y)-arbres. On peut construire un automate d’arbres
alternant A’ sur des (X,Y)-abres tel que A’ accepte t si et seulement si
A accepte widez(t).

On note A" = narrowz(A).
Théoréme 3.2.4 ([12])

Soit A un automate d’arbres alternant sur des (X,Y)-arbres. On peut
construire un automate d’arbres alternant A’ sur des (X,Y)-arbres tel
que A’ accepte un arbre t si et seulement si A accepte delay(t).

On note A" = wait(A).

La construction

Pour un (X, x X3, Zy)-arbre f, et un (Xo x Xj, Z;)-arbre fz,, on définit
f la composée des deux comme étant un (X, X X1, Zy X Zp)-arbre tel que
V(O'l,O'g) € (XO X Xl)* :

f(01?02) = (on(Ul,UQ)a fZl(UlaUQ))

et on note f = (fz,, fz,)-

Définition 3.2.5

Soit f un (Xo x Xy, Z)-arbre. On dit que f est avec délai sur X, si
pour tout (og,01) € (Xo x X1)* et pour tout zg, zy € Xo, 11 € Xj,
floo - 9,01 '$1) = f(Uo - Z(, 01 'Il)

Théoréme 3.2.6

Soient Xy, X1, Zy, Z1 des ensembles finis. Si on a un automate d’arbres
non déterministe A sur des (Xo X X1, Zy X Zy)-arbres, on peut construire
A" automate d’arbres non déterministe sur des (Xo x X1, Zy)-arbres tel
que fz, € L(A') si et seulement si il existe f, (Xo x X, Z;)-arbre avec
délai sur Xy tel que (fz,, fz,) € L(A).
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On note A’ = divg, (A).

Intuitivement, 'automate d’arbres A’ mime le comportement qu’aurait
l'automate A sur la composée du (Xy x Xi, Zy)-arbre fz, qu’on lit et d’un
(Xo x Xy, Zy)-arbre fz, que 'on devine. L’arbre fz, devant étre avec délai
sur Xy, 'automate A" devine les valeurs Z(x1) = fz,(0¢ - xo, 01 - 1) lorsqu’il
est dans ’état associé au noeud (0, 01) et mémorise sa valeur dans 1'état
associé a chaque direction (og - g, 01 - 21). Ainsi, on s’assure que la valeur
devinée est indépendante de la direction sur X, choisie. Dans chaque état
(g, z1), en lisant l'étiquette 2o, 'automate A’ se comporte comme A lorsque
ce dernier se trouve dans I'état ¢ et lit I'étiquette zg, z;. Le langage ainsi
reconnu correspond bien a celui décrit par le théoréme.

Démonstration: Soit A= (Q, Zy X Z1, qo, d, @). On définit 'automate A’ sur
les (X x X1, Zy)-arbres ainsi :

A/ = (Q X 217Z07{QO} X Zl,(S/,Oé X Zl}

avec pour tout (¢,z1) € Q X Zi, et pour tout zg € Zy,

8'((q,21), 20) = V N (Ao, 1), Z(21)), (w0, 1),
AFE (g, (20,21)), xo € Xo,
Zez¥ r1 € X3

— Soit fz, € L(A). fz, : (Xo x X1)* — Zp. Soit p' : (Xo x X1)* —
@ x Z1 un run acceptant de A’ sur fz,. Ce qui signifie que pour tout

o € (Xo % X1, Auexoux, (0 - 2) F 8(0(0), f20(0).
On pose

p: (XoxX1)" — @
le : (XO X Xl)* — Zl

tels que o' = (p, £2,).

On veut montrer que p est un run acceptant de A sur (fz,, fz,)-
Soit (09,01) € (Xo x X1)*. Pour simplifier les notations, on pose
20 = [fz,(00.01), 21 = fz,(00,01) et ¢ = p(oo,01). p' étant un
run de A’ il existe A € QX0*X1 et il existe Z € ZIX1 tels que
pour tout (xg,x1) € Xo x X1, plog - ®p,01 - x1) = A(xg,271) et
fz,(00 - 9,01 - 1) = Z(x1) par définition de ¢’. La fonction Z
ne dépend que de 7 donc on a bien pour tout zg,z(, € Xp, pour
tout x; € Xy, pour tout (og,01) € (Xo,X1)*, fz,(00 - xo,01 - 71) =
fz,(00 - x4, 01 - 1), ce qui montre que fz, est avec délai sur X. Par
ailleurs, /\(:co,zl)eXoXXl A(zo,x1) E 6(q, 20,21) par définition de ¢,
donc /\(wo,zl)EXoxXl A(:L’O,:Z:]_) = /\(wo,ml)EXoxXl p(UO © Lo, 01 - ‘Tl) F
d(p(oo,01), (fzo, fz,)(00,01)). Donc p est bien un run (acceptant) de
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Asur (fz,, fz,) et il existe bien un arbre fz, : (Xo x X1)* — Z; avec
délai sur Xy tel que (fz,, fz,) € L(A).

— L’autre sens de I'implication est similaire. Soit fz, : (Xox X1)* — Zo
et fz, : (XoxX1)* — Z; arbre avec délai sur X tels que (fz,, fz,) €
L(A). On a donc p : (Xp x X7)* — @ un run acceptant de A sur
fzo + fz,. Posons p' : (Xog x X1)* — Q x Zj tel que pour tout
(00,01) € (Xo x X1)*, p'(00,01) = (p(00,01), fz,(00,01)). Alors p'
est un run acceptant de A’ sur fz,. En effet, soit (0¢,01) € (XoxX7)*.
Pour tout (zo,z1) € Xo x X1, z € Xo, p'(00 - 0,01 - 1) = (p(00 -
ro,01-71), f2,(00 20, 01-21)) = (p(o0-T0,01-71), f2,(00 20, 01 - 21)
avec \ (4 21)exox x; P(00 - To,01 - 21) F 8(p(00,01), par définition de
p run de A et de fz,, arbre avec délai sur Xy. On peut donc définir
Z e Zin par Z(x1) = fz,(00 - ¥h, 01 - 1) et A € QXXX tel que
pour tout (xg,x1) € Xo x X1, A(zo,21) = p(op - xg,01 - 1). On
a donc, par définition de &', A o1 )exoxxy) (P (00 - 2o 01 - 1) F
8 (p'(00,01), fz,(00,01)) et p’ est un run acceptant de A’ sur fz,.

On a ainsi montré que le langage accepté par I'automate A’ était égal a
I'ensemble des arbres qui, composés avec un (Xg x X1, Z;)-arbre avec délai
sur Xy sont acceptés par I'automate de départ A. |

3.2.2 Décidabilité de ’architecture 2,

On montre a présent quelle est la procédure de synthése de programmes
pour l'architecture 2, étant donnée une formule quelconque du p-calcul.

Notations

On rappelle qu’on définit une fonction d’interprétation des variables s qui
associe a chaque variable une valeur dans son domaine de définition. sq donne
les valeurs des variables a I'instant initial, puis pour tout ¢ € N, s;[X] donne
les valeurs jouées par I'environnement a l'instant 4, s;,[Y UZ] donne les valeurs
jouées sur les fils internes et de sortie. On note 5; pour sqg-sq - - - §;, I'historique
des valeurs jouées jusqu’a l'instant i. Pour ¢ € X™* et une stratégie f ayant
pour domaine de définition X*, on note f(c) = f(e)--- f(o). On rappelle
qu’on identifie les stratégies a des arbres dont les directions représentent les
valeurs jouées par I’environnement et les étiquettes les valeurs a écrire sur les
fils internes et de sortie. Un arbre de run suivant une stratégie f est un arbre
dont les directions sont également les valeurs jouées par I’environnement, et
les étiquettes donnent les valeurs qu’on peut lire, au méme instant sur les
différents fils d’entrée et de sortie. Les différents runs possibles se lisent donc
sur les différentes branches de I’arbre de run. Dans le cas d’une sémantique
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1-délai, on remarque que I'arbre des runs associé a f est xray(delay(f)). Par
la suite, lorsqu’on considérera les stratégies comme des arbres, on désignera
les noeuds par des variables du type o, lorsqu’on considérera les stratégies par
rapport & un run, on utilisera plutdt les notations s; pour désigner ’historique
des valeurs jouées.

Exemple

Pour I'architecture 244, si on note f,, f.,, f, respectivement les stratégies
des variables zy, z1 et y et f la stratégie globale du systéme, sy - sy --- est un
f-run si pour tout i € N :

Siv1l20, 21] = [(Gilro, 11]) = f2(Bi(20)), [0 (f,(Biz1(20)),5i(71)). On définit
un arbre de f-run s: (D(zg) X D(x1))* — (D(x0) x D(z1) X D(20) X D(z1))
tel que pour tout (og,01) € (D(zo) x D(x1))*, (zo,21) € D(z0) X D(x1),
s(og - xg, 01 - 1) = g, X1, f(00,01), et s(e,e) = L. Pour le run

So(ZEo) 81(1’0)

So(ZEl) 81(1’1)

so(y)  s1(y)

so(z0)  s1(20)

so(z1)  s1(21)
selon la stratégie f, 'arbre de stratégie est étiqueté sur les noeuds de ce run
par f(e,€) = so(z0),S0(21) les valeurs initiales pour les variables zy et z;.
Le noeud (so(xg), so(x1)) est étiqueté par f(so(zo), so(z1)) = (s1(20), 51(21))
et ainsi de suite. La branche correspondante dans ’arbre de run s est de la
forme :

s(e,e) = L
s(s0(70), s0(z1)) = (s0(z0), s0(1), 50(20), S0(21))

= (s0(0), s0(z1), f(€,€))

(car nous sommes dans une sémantique 1-délai)
s((s0(xo), so(x1)) - (s1(20), 51(21))) = (s1(20), 51(21), 51(20), 51(21))
= (s1(20), s1(21), f(s0(20), 50(71)))

etc.

Procédure de décision

Soit ¢ une formule de CTL* sur D(zg) x D(x1) X D(z9) x D(z;). Pour
résoudre le probléme de synthése sur cette architecture, on construit les au-
tomates suivants :
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— A, automate de Rabin alternant sur des (D(zg) x D(x1), D(xg) X
D(x1) x D(zy) x D(z))-arbres. Cet automate accepte un arbre ¢ si
et seulement si il satisfait .

— un automate de Rabin alternant A = cover(Ay),

— un automate de Rabin alternant A’ = wait(A) sur des (D(zo) X
D(z1), D(z) X D(z1))-arbres. L’automate A’ reconnait en fait les arbres
de stratégies globales gagnantes.

— A" automate de Rabin non déterministe équivalent a A’.

— A, automate de Rabin non déterministe tel que A; = divp(.,)(A”). A
accepte des (D(zg) x D(x1), D(29))-arbres, c’est-a-dire des arbres de
stratégies pour zy ayant connaissance de la valeur de z; tels qu’il existe
des arbres de stratégie pour z; tels que la stratégie composée des deux
soit acceptée par A”.

— A} = narrowp,)(A;) automate sur des (D(xg), D(2))-arbres qui ac-
cepte les arbres acceptés par A; qui ne dépendent pas de x;.

On a donc le résultat suivant :

Théoréme 3.2.7

La synthése dans le cas 1-délai pour I’architecture ci-dessus est réalisable
si et seulement si le langage de I'automate A’ est non vide.

Démonstration : Supposons qu'il existe f,, € ﬁ(A&). Alors fo = widep(,,)(fx) €
L(A,) par définition de la construction narrow. Donc, d’aprés le théo-
réme 3.2.6, il existe f1 un (D(xg) x D(x1), D(z1))-arbre avec délai sur D(z)
tel que (fo, f1) appartient & £(A"). La fonction f,, est la stratégie pour la
variable zp. On définit la stratégie sans mémoire f, pour la variable y ainsi :

fy:D(xz0)* — D(y)
fy(e) = so(y)
fyGi(wo)) = si(zo)

On définit aussi la stratégie pour la variable z7 :

fo o (D(y) x D(21))" — D(z1)
fm(eve) = f1(€,6)
fi(si(y)---si(y) - x,5:(x1)) pour x € D(xp) quelconque

le(gi[%xl]) = s1 Sj(y) € D(ffo) pour j > 1
0 sinon

La fonction f,, est bien définie car f; est avec délai sur D(z¢), donc quel
que soient x,z" € D(zo), fi(s1(y) -~ si(y) - z,3i(21)) = fi(s1(y) -~ si(y) -

31



2’,5(x1)). On définit la stratégie globale du systéme comme étant la fonc-
tion

[ (D(@o) x D(z1))" — D(20) X D(21)
f(eve) = fzo(e)vfm (676)
f(SO[*'EO,xl]) = fzo(50[$0])7fm(fy(e)vSO[:El])
(

fGisilzo,z1]) = fa(Givalzo)), 2 (f, (Bilzo]), Siva[1])

On montre que larbre de stratégie f est égal a Parbre (fy, f1). En effet, pour
tout (op,01) € (D(xg) x D(z1))*, on a f,(00) = fo(oo,01), par construc-
tion. Par ailleurs, pour tout (og,01) € (D(xo) x D(x1))*, et pour tout
w1 € D(21), f(fy(00),01-71) = f2(50(y) - 00,01 71) = fi(o0 - 7,01 1)
pour = quelconque appartenant & D(zg). On a donc, pour tout (og,01) €
(D(xg) x D(x1))*, f(oo,01) = (fo, f1)(00,01), et I'arbre de stratégie glo-
bale f est reconnu par A”, ce qui implique que 'arbre de run induit par
cette stratégie distribuée s = xray(delay(f)) appartient, par construction
des différents automates, a E(Aw) et la stratégie est gagnante. Donc, si
E(.A&) est non vide, alors il existe une stratégie distribuée gagnante pour la
spécification 1.
Inversement, supposons la spécification réalisable. Alors il existe

[zt D(z0)" —  D(20)
fy: D(xo)* — D(y)
fa : (D(y) x D(21))" — D(z1)
stratégies telles que la stratégie composée f soit gagnante. Le run induit

s = zray(delay(f)) € L(Ay) (car f est gagnante), donc f € L(A"). On
pose

fo = widepy)(fz)
fi:(D(@o) x D(21))" — D(21)
(6,6) — fale)
Silwo,x1] —  fo (F,(Sic1(20)), 5i(x1))

On remarque que pour tout (0¢, 01) € (D(zg) x D(z1))*, pour tout x¢, x| €
D(zy), pour tout x1 € D(x1),

filoo-xo,00-21) = f2(f,(00),01 - 21)

= fi(oo -y, 01 - 21)

donc f1 est avec délai sur D(xg). Par ailleurs, pour tout (og,01) € (D(xg) X
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D(z1))*, zy € D(xg), x1 € D(z1),

(fo, fi)(o0 - xo,01 - 1) = foloo - 20,01 -21), fi(oo - w0, 01 - 1)
= widep(g,)(fz)(00 - 20,01 - 21), [z, (f(00), 01 - 21))
= fzo(UO '-rO)val(?y(JO)va-l '.iUl)
= f

Donc (fo, f1) = f et (fo, f1) € L(A") et, d’aprés le théoréme 3.2.6, fo €
L(A,) et f., € L(A}). Donc, 'l existe une stratégie distribuée gagnante
pour la spécification 1 sur I'architecture 2y, alors le langage de ’automate
A’ est non vide. [

3.2.3 Décidabilité de ’architecture 2; dans une séman-
tique 0-délai

La preuve de décidabilité est assez similaire a celle présentée dans le cadre
1-délai.

Construction sur les automates d’arbres

On reprend la notation pour la composition d’arbres de la section 3.2.1 : la
composée d'un (X, Zy)-arbre et d'un (X, Z;)-arbre est un (X, Zy x Z;)-arbre,
se note (fz,, fz,) et est définie, pour tout o € X* par

(f20, f2)(0) = f2,(0); f2,(0).

Le théoréme sur lequel se base la preuve de décidabilité dans le cas 0-délai
est le suivant :
Théoréme 3.2.8

Soient X, Zy, Z; des ensembles finis. Si on a un automate d’arbres A non
déterministe reconnaissant des (X, (Zy X Zy)-arbres, on peut construire
A" automate d’arbres non déterministe sur des (X, Zy)-arbres tels que
fz, € L(A) si et seulement si il existe f,, un (Xo x X1, Z1)-arbre tel que

(fZO?fZl) S E(A)

La différence avec le théoréeme 3.2.6 est qu’ici 'arbre fz, n’est pas avec délai
sur Xj.

On note A" = div), (A).

Intuitivement, comme pour le théoréme 3.2.6, 'automate A’ va imiter sur
un arbre fz, le comportement qu’aurait I’automate A sur I’arbre composé
par fz, et un arbre fz, qu’on devine. La contrainte de délai sur X, étant ici
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levée, il suffit a 'automate A’ de deviner, dans chaque noeud (o) de l'arbre
fz, la valeur 2y = fz (o) de I'arbre qu’on compose avec fz,. Formellement
on écrit :

Démonstration: Soit A= (Q, Zy X Z1, qo, 9, @). On définit 'automate A’ sur
les (X, Zy)-arbres ainsi :

A, = (Q7 ZOv q0, 5/7 Oé)

avec, pour tout g € @), pour tout zg € Zp,

5,(q720) = \/ /\ (A(JI),.T)
21 € 24 reX
AF (g, (20,21))

Soit fz, : X* — Zj arbre accepté par A’. Soit p : X* — @ un run acceptant
de A" sur fz,, ce qui signifie que, pour tout o € X*, A, cxplo-z) F
§'(p(a), fz,(0)). Soit (o) € X*. Alors, il existe 23 € Z1, A € Q¥ tels
que A\ ex(A(x) E d(p(0),(fz,(0), 21)), par définition de ¢'. On pose alors

fz.(0) = z1, et on a A\ cx(A(x) F (6(p(0)), (f2,(0), f2z,(0))). Or, par
définition de ¢’, on a, pour tout x € X, p(o-z) = A(x), ce qui permet d’écrire

que /\xeX p(O‘ : $> F 5(,0(0'), (f20(0)7fZ1 (U))) = 5(p(0), (fzovle)(g)) et p

est également un run acceptant de A sur (fz,, fz,)-

Inversement, soient fz, : X* — Zy, fz, + X* — Z; deux arbres tels
que (fzy, fz,) € L(A). Donc il existe p : X* — @ run acceptant de A
sur (fz,, fz,). Soit 0 € X*.On a, par définition d'un run, A\ .y p(o-z) F

8(p(0), (fzy, [2,)(0)) = 6(p(0), (f2,(0), f2,(0))). On pose 21 = fz,(0), A €
Q™ tel que, pour tout z € X, A(z) = p(o-x) et on a

/\ plo-x) F \/ /\ (A(z),z)
zeX 21 € Zl zeX
AF5(p(0),(f 2 (0):21))

=0'(p(0), f2 (o).

Donc p est également un run (acceptant) de A’ sur fz,.

On a ainsi montré que le langage accepté par A’ était égal a ensemble
des (X, Zp)-arbres tels qu’il existe un (X, Z1)-arbre tel que la composée des
deux est acceptée par A. |

Décidabilité de ’architecture dans le cadre 0-délai

Notations Dans le cadre 0-délai, on rappelle que la stratégie pour une
variable y ayant comme variable en entrée la variable z est définie comme
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la fonction f, : (D(x))* — D(y). La correspondance avec un arbre se fait
donc en étiquetant la racine par L. Avec la sémantique 0-délai, les arbres de
runs se calculent & partir des arbres de stratégie en rajoutant simplement la
direction du noeud dans I’étiquette. Formellement, pour une stratégie f, un
f-run s s’écrit s = zray(f). Pour architecture 2y, si on note fy, f.,, et f, les
stratégies des variables y, zg et z1, et f la stratégie globale du systéme, on dit
donc que sg-s; -+ - est un f-run si pour tout ¢ € N, s;[z0, 21] = f(Si[xo, x1]) =
(f20(Silo)), [ (f,(Silwo]), 5i(z1))). Un arbre de f-run s ici est donc tel que

s:(D(xg) x D(x1))* — (D(m) X D(x1) x D(z) x D(z1))
s(e, = (L, L, f(e,e)) = (L, L, 1)

€, €)
s(og - xo,01-21) = (20,21, f(00 - 20,01 - 21))

Procédure de décision La procédure de décision dans le cas 0-délai est la
méme que dans le cas 1-délai, sauf pour '’emploi de la construction div%(zl)
au lieu de divp(,,).

Précisément, on construit les automates suivants :

— A, automate de Rabin alternant sur des (D(zg) x D(x1), D(xg) X
D(z1) x D(z) U{L} x D(z) U {L})-arbres. Cet automate accepte
un arbre ¢ si et seulement si il satisfait .

— un automate de Rabin alternant A = cover(Ay).

— A’ automate de Rabin non déterministe équivalent a A.

— A, automate de Rabin non déterministe tel que A; = div%(ZI)(A’ ). Ai
accepte des (D(xg) x D(z1), D(z9) U{L})-arbres, c’est-a-dire des arbres
de stratégies pour 2y ayant connaissance de la valeur de x; tels qu’il
existe des arbres de stratégie pour z; tels que la stratégie composée des
deux soit acceptée par A’'.

— Al = narrowp(z, (A1) automate sur des (D(xg), D(2) U {L})-arbres
qui accepte les arbres acceptés par A; qui ne dépendent pas de x.

Et, comme a la section 3.2.2, on a le résultat suivant :

Théoréme 3.2.9

Le probléme de synthése pour I'architecture 2; dans le cas 0-délai est
réalisable si et seulement si le langage de I'automate A est non vide.

Démonstration: Supposons qu'il existe f,, € ﬁ(A'l). Alors, larbre fy :
(D(z0) x D(z1))* — D(z0) tel que fo = widep(y,)(fz) est accepté par
Iautomate A; par définition de la construction narrow. D’aprés le théo-
réme 3.2.8, il existe fi : (D(xg) x D(x1))* — D(z1) tel que (fo, f1) soit
accepté par A. On définit pour les variables zg, y et 21 les stratégies f,,,
arbre appartenant a £(A}), f, : D(zo)* — D(y) stratégie sans mémoire
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telle que fy(Si[xo]) = si[zo], et

fa + (D(y) x D(1))" — D(z1)
FuGily, 1)) = { gl(si(y)vsi(l’l)) Znsojéy) € D(zg) pour j >0

La stratégie globale du systéme est définie comme suit :
f1(D(xo) x D(21))" — (D(20) x D(21))
fGilzo,x1]) = (fa(Bi(20)), f2 (F (Gi(w0)), Bi(21)))
S

= (f2Gi(20)), f21 (Silzo, 21]))
On remarque que pour tout ¢ € N, f,,(5i(z0)) = fo(Si[xo, z1]) par construc-
tion. Par ailleurs, f., (5;(z0),3:(z1)) = f1(Si[zo,21]). Done, f = (fo, f1)

et par suite, f € L(A). L’arbre de f—run s = xray(f) appartient donc,
par définition de cover, a E(Aw), et la stratégie distribuée construite est
gagnante.

Inversement, supposons la spécification réalisable. Alors il existe

[z D(x0)™  — D(2)
fy+ (D(w0))"  — D(y)
for 1 (D(y) x D(21))" — D(21)
stratégies telles que la stratégie composée f soit gagnante. Le run induit
s = zray(f) € L(A,), donc f € L(A). On pose fo = widep(z,)([fz), et
f1 :_(D(ZL‘()) x D(x1))* — D(z1) tel que fi(e,e) = L et fi(Si[zo,x1]) =
fa (fy(3i(%0)),5i(21)). On remarque que, pour tout (og,01) € (D(xo) X
D(z1))",
(fo, f1)(o0,01) = (fo(o0,01), fi(o0,01))
= (fx(00), f21 (fy(00),01))
= f(00,01)
Donc (fo, f1) = f et par suite, (fo,f1) € L(A) = L(A"). Par le théo-
réme 3.2.8, fo € L(A,), et, par définition de fq et de narrow, f,, € L(A}).

Ainsi, E(.A& est non vide si et seulement si la spécification est réalisable sur
I’architecture 2. |

3.3 Critére de décidabilité pour les architec-
tures a bande passante maximale

On définit un critére de décidabilité pour les architectures dans lesquelles
la contrainte sur la bande passante est levée et pour des spécifications ne
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parlant que des valeurs d’entrée et de sortie du systéme. Par ailleurs on
s'intéresse a une sémantique 0-délai.

3.3.1 Ciritére de décidabilité

On note pour une architecture (V; A) : Acc = A*. On va définir un pré-
ordre sur Y tel que pour tout yo,y1 € Y, yo < w1 si et seulement si y; a
« plus d’information » que 7y. Formellement, on note yo < y; si et seulement
st Ace™ M (yo) N X C Ace Hyr) N X.

Définition 3.3.1

Une architecture (V = X WY W T, A) est a information incomparable si
il existe xq et x1 € X tels que Acc(x;) NY\Ace(x1-;) #0,i=0,1.

On rappelle que pour toute variable z € V', on note R(z) = A7!(z).

SIS
®  ®

F1G. 3.3 — Schéma d’architecture a information incomparable

Théoréme 3.3.2

Une architecture est décidable pour des spécifications du p-calcul si et
seulement si elle n’est pas & information incomparable.

Nous allons le démontrer dans les sections suivantes.
On obtient facilement le lemme suivant :
Lemme 3.3.3

Une architecture est a information incomparable si et seulement si on ne
peut pas totalement pré-ordonner les processus de Y selon le pré-ordre a
plus d’information que.

Démonstration : Si il existe yo et y1 € Y tels que yo £ y1 et y1 £ yo alors il
existe zg € X tel que yo € A*(xg) et y1 ¢ A*(x0) (par définition de yo £ y1),
et il existe 1 € X tel que y; € A*(x1) et yg ¢ A*(x1) (par définition de
y1 £ yo). Alors yo € Ace(xg) N Y \Ace(z1) et y1 € Ace(z1) NY \Ace(xo) et
I’architecture est & information incomparable.
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Inversement, soient yo,y1 € Y et zg,x1 € X tels que yo € Acc(zg) N
Y\Acc(x1) et y1 € Acc(xr) NY\Acc(xg). Alors zg € Acc™ (yo) N X mais
o ¢ Acc '(y1) N X donc yo £ y1 et z1 € Ace™(y1) N X mais z1 ¢
Acc™H(yo) N X donc y1 £ yo. [ |

Ce critére se base sur une approche différente de celle faite dans [6]. Le
critere d’« information fork » défini dans ce papier est plus précis que la
notion d’accessibilité utilisée ici : I'indécidabilité est obtenue quand il existe
deux processus dont les étiquettes des chemins menant de ’environnement a
ces processus sont incomparables au sens ensembliste. Cette définition n’est
pas adaptée a notre cas. En effet considérons ’architecture 2 suivante dans
laquelle toutes les variables ont méme domaine (la figure de gauche représente
le graphe des processus, celle de droite, le graphe des variables) :

Zo T
ZTo il l
(=) ’f
Yo, Y1 l

¥ hn Yo

Elle contient clairement une information fork selon [6] : les variables xg et
x1 et les processus P; et P,. Cependant on remarque que, dans notre cadre,
il existe une réduction vers l'architecture A’ :

Zo, T1 Lo 21
Yo, Y1 Yo hn

En effet, si on a une stratégie gagnante pour I'architecture 2, alors la stra-
tégie pour 'architecture 2" va simplement simuler la stratégie sur la variable
t, et inversement, si il existe une stratégie gagnante pour I'architecture 21,
on peut avoir la méme stratégie sur les variables 1y, et y; dans ’architecture
2 en faisant simplement passer la valeur de la variable zq sur ¢.

Supposons qu'il existe une stratégie distribuée fy, fy,, fy, sur 2. Alors

on pose : gy, (5i({zo,21})) = [y (fi(5i(x0)),5i(21)) et gy, Gi({zo,21})) =
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for (F:(5i(20)),3i(21)), et si fi, fyo, o €St gagnante, alors g, g,, aussi. In-
versement, s'il existe g,,, g,, stratégie distribuée gagnante pour 2’, alors on

pose fi(5i(x0)) = si(%0), fyo = Gyo €t fur = Gy, qui sont correctement définies
car pour tout i, s;(t) = fi(5i(z0)) = si(xo).

L’architecture 2" étant I’architecture singleton, elle est décidable, et donc
2 est décidable. Cette différence vient du type de spécifications considérées ;
dans [6], Finkbeiner et Schewe s’intéressent a des spécifications contraignant
toutes les variables du systéme, tandis qu’ici, les variables internes sont lais-
sées libres. C’est pourquoi la stratégie construite dans ’architecture 2 de
I’exemple est gagnante : la spécification est la méme pour les deux architec-
tures et la variable ¢t peut prendre la valeur que 'on veut. De facon générale,
I'information provenant de ’environnement peut donc étre transmise par
deux canaux étiquetés différemment, si les stratgies 'autorisent, et ce, quelle
que soit la spécification. C’est pourquoi le critére d’information fork n’est
pas pertinent dans ce cadre.

3.3.2 Réduction des architectures & bande passante maxi-
male

L’exemple de réduction présenté a la section 3.3.1 se généralise a toutes
les architectures & bande passante maximale. Plus précisément, on a la pro-
)
position suivante :

Proposition 3.3.4

Soit V = (V, A) avec V= X WY WT un graphe de variables. Alors V se
réduit a V' = (V' A") avec V! = X WY et A = Acen (X xY).

Démonstration: Soit (f,).cywr une stratégie distribuée sur V. Pour unifier
les notations on pose artificiellement pour tout € X, fL(3;(z)) = s;i(z).
On définit ensuite inductivement sur ¢t € T WY sur le graphe (acyclique) V
les fonctions f; ainsi :

fisi[Acc™ (t) N X]) = fi(F7, il Acc™ (v) N X]))ver(e)-

Et on pose pour tout z € Z, g.(5[R'(2)]) = f.(GEi[Acc™(2) N X]). La
fonction est bien définie car R/(z) = Acc™!(z) N X. On montre maintenant
que (g.)zevwr est équivalente & (f,).eywr, ¢’est-a-dire que pour tout i € N,
pour tout z € Z, ¢.(5;[R'(2)]) = f.(5i[R(2)]. En effet, soit t € T WY tel
que R(t) € X. Alors fi(5i[Acc (1) 0 X)) = £y, (5RO uerge)) par
définition et donc f{(3;[Acc ™ (t)N X]) = fI(Bi[R(t)) = f1(5:[R(t)]). Soit t €
TUY, fl5[Acc ()N X)) = fi(f,(5[R ( )))ver(z)); donc, par induction,
pour tout v tel que v € R(t), fi(3;[Acc™t(v) N X]) = f,(5[R(v)]). Donc,
Fi(silAce () N X]) = fu(FGilRO))vere) = fi(IEE)) par définition
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d’un f-run. Donc, pour tout z € YWT, g.(5;[R'(2)]) = fL(5:[Acc 1 (2)NX]).
Intuitivement, on a construit des stratégies qui simulent celles qu’avaient
les variables internes en les calculant directement sur les fils de sortie.

Inversement, soit (g,).cy stratégie distribuée sur V’'. Alors, on pose pour
tout t € T', avec D(t) = J[,ex (D(x)U{L}), fe(5:[R(?)]) = L,epq) si(v) (et
non f;(8;[R(t)]) = s;[R(t)]). Notons que, dans un f-run, pour tout ¢t € TUY’,
si(t) = fi(Si[R(t)]) = si[R(t)]. Donc, par induction, pour tout ¢ € N, pour
tout t € TUY, s;(t) = s;[Acc™1(t) N X]. On peut donc définir, pour tout
yeY fERW) = fEAc(y) N X)) = LR G)) = 9, R @),
et on a immédiatement que la stratégie distribu’ee sur V (f,).eyur est
équivalente a la stratégie distribuée (g,).cy sur V'.

On peut donc conclure que tout graphe de variables V = (X WY WT, A)
est équivalent & un graphe de variables V' = (XWY, A’) dans lequel les arétes
de A’ relient les variables selon leur accessibilité dans le graphe initial. |

3.3.3 Procédure de synthése pour les architectures dé-
cidables

On remarque que la réduction précédente ne change pas le critére : les
deux graphes (avant et aprés réduction) sont équivalents pour la décidabilité
et la réalisabilité — si je sais construire une stratégie distribuée pour 1'un,
je sais construire une stratégie distribuée pour 'autre qui induit les mémes
runs, et inversement.

On va montrer que les architectures a bande passante maximale ne conte-
nant pas d’information incomparable sont décidables.

Fusion de variables de sortie ayant accés a la méme information

Une architecture ne contenant pas d’information incomparable peut étre
totalement pré-ordonnée pour les variables de Y (d’aprés le lemme 3.3.3).
Les variables gy, et y; de Y telles que yo < y; et y; < yo peuvent en fait étre
fusionnées. En effet elles ont accés a la méme quantité d’information, et les
stratégies associées vont avoir le méme domaine de définition. Formellement,
a partir d'un graphe de variables simplifi¢ V = (V. = X WY, A), et d’'une
fonction v : Y — N,, qui pré-ordonne les variables, on construit un graphe
de variables V' = (V! = X WY, A" = {(z,v(y) | (x,y) € A}) avec Y' =N,
et pour tout i € Y', D(i) =[] ¢, D(y)-

Lemme 3.3.5

V est réalisable pour ¢ formule du p-calcul si et seulement si V' est réa-
lisable pour ¢.

40



Démonstration: Soit (f,),cy une stratégie distribuée pour V. On construit
une stratégie distribuée (g;);en, pour V'. Sur un graphe de variables de la
forme V = X WY, une stratégie distribuée f s’écrit comme f = ( fy)er' En
effet, il n’y a pas de variable intermédiaire dont on aurait besoin de calculer
la valeur pour appliquer la stratégie sur un fil de sortie. La stratégie globale,
qui lie les variables d’entrée aux variables de sortie, est donc dans ce cas
précis simplement la juxtaposition des stratégies locales f,, pour y € Y
sur R(y) € X. On commence remarque que, si y; et y2 € v~1(i), alors
par définition, Acc™(y1) N X = Acc ™ (y2) N X cest-a-dire R(y1) = R(y2).
On peut donc poser pour tout i € N, g; = (fy)yeufl(z’)' On a donc g =
[Licn, 96 = Her fy = f et en particulier fF ¢ si et seulement si g F ¢.

Inversement, soit (g;)ien, stratégie distribuée sur V’. Pour tout y € Y,
on définit f, comme la projection sur D(y) de g,,) et on a immédiatement
que g = f. |

Fusion des variables d’entrée reliées aux mémes variables de sortie

En réduisant d’abord l’architecture a une architecture sans variables in-
ternes, puis en fusionnant les variables ayant accés a la méme quantité d’in-
formation, on obtient une architecture dans laquelle on peut totalement

ordonner les éléments de Y : y; < yo < ... < vy, donc par définition
R(y1) € R(y2) € ... € R(yn). On définit un pré-ordre sur les variables

de X tel que z; < 9 si et seulement si Acc(zy) C Acc(zy). L’architec-
ture étant totalement ordonnée pour les variables de sortie, elle est égale-
ment totalement pré-ordonnée pour les variables d’entrée selon l'ordre ci-
dessus. Soit p la fonction qui ordonne les variables de X. Ona pu: X — N,
et a partir d'une architecture ¥V = (X WY, A) déja totalement ordonnée
sur Y, on construit une architecture V' = (N, WY, A") avec (i,y) € A’
si et seulement si u(R(y)) = {i} (A = {(i,y)/Vz € p (i), (z,y) € A}.
Pour tout i € N, D(i) = [[,¢,-14 D(x). On montre maintenant que pour
tout y € Y, [Lcpy) P@) = [lcr P@). En effet, []cp, D) =
[eea1) o1y P(@) = acqumr@jarear1gy; P(). Or, par définition
do A/, (™! (a') | 4" € A7 (y)} = A~ (y), done TTcrpry) D) = TLengy) Do)
Donc, sil existe une stratégie distribuée (f,),ey sur V alors c’est également
une stratégie distribuée sur V' et réciproquement, et les runs induits sont les
mémes. Donc V est réalisable si et seulement si )V’ est réalisable.
On constate que le critére est invariant pour ces transformations.
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Algorithme de décision

Apres avoir effectué ces différentes transformations sur ’architecture, on
obtient un graphe de variables de la forme :

. m ]

Yo U1 s Yn—1 Yn
Les architectures de cette forme sont décidables. En effet, un graphe de
variables n’est pas directement issu d'un graphe de processus dans notre

cadre (c’est une généralisation de la figure 2.5 présentée a la section 2.1.1),
mais on montre que c’est équivalent a ’architecture suivante :

ll‘o i
()
lyo hn

En effet, si on transforme le graphe ci-dessus en graphe des variables, on
obtient le graphe suivant :

Zo T S Tn—1 T
t o J to 1
Yo U ce Yn—1 Yn

graphe qui, aprés la réduction de la section 3.3.2, est égal & :
Yo hn s Yn—1 Yn
Pour résoudre le probléme de synthése, on peut donc se servir de fagon
inductive de la procédure décrite a la section 3.2 en sémantique 0-délai. Soit
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1y formule du p-calcul. Par le théoréme 3.2.1, il existe A, automate d’arbres
alternant sur des (D(zg) X D(z1) X -+ x D(z,), D(xg) X D(x1) X -++ X
D(x,) x D(yo) U{L} x D(y1) U{L} x --- x D(y,) U {L})-arbres, arbres
acceptés si et seulement si ils vérifient la spécification 1. On construit ensuite
A = cover(Ay), qui accepte les (D(zg) X D(x1) X --- X D(x,), D(yo) U
{1} x D(y1) U{L} x -+ x D(y,) U{L})-arbres, arbres correspondant aux
arbres acceptés par Ay pour lesquels I'étiquetage correspondait bien a la
direction du noeud et dans lesquels on a effacé la direction du noeud dans
Iétiquette, puis A’ automate d’arbres non déterministe équivalent a A, et
Ay = narrowD(xO)(.A’ ). Puis on construit, pour 1 <14 < n les automates

— A =divy,, - (ALL) (avec Aj = Ap), automate non déterministe ac-
ceptant des (D (x1) X+ -+ X D(Zp—is1), D(yo)U{ L} x-- XD (yp—_;)U{L})-
arbres de stratégie globale pour les variables yq, . . ., y,_; ayant connais-
sance de la valeur de x,_;11, tels qu’il existe un arbre de stratégie pour
la variable y,_;+1 tel que la stratégie composée des deux soit acceptée
par Aj_j,

— Al = narrowp(y, ,,,)(A;), automate sur des (D(x1)X- - - xD(2n—;), D(yo)U
{1} X D(yn—i) U{L})-arbres, acceptant les arbres de stratégie glo-
bale pour les variables o, ..., Yn_;.

On remarque que cet algorithme est un passage a l'induction de la pro-

cédure présentée a la section 3.2.3. On a encore le résultat

Théoréme 3.3.6

Le probléme de synthése est réalisable si et seulement si le langage de
Iautomate A], est non vide.

Démonstration (Idée de preuve): Supposons qu'il existe fy, : 0 — D(yo)U
{L} appartenant a L(A;,). Alors fo = widep(y,)(fy,) appartient & L(A,,) et,
d’aprés le théoreme 3.2.8, il existe un arbre fy, : D(x1)" — D(y1) U{L} tel
que (fo, fy1) = (fyor fn) € L(A],_,). On note (fy,, fy,) f1. Par induction, il
existe f; : (D(z1) x ... x D(z;))" — (D(yo) U{L} x ... x D(y;) U{L}) €
L(A,_,), dou f; = widep, (fi) € L(A,_;). Par le théoréme 3.2.8,
on sait quil existe fy,41 : (D(z1) X ... x D(xit1))T — D(yiy1 U {L})
tel que (fi, fyiy,) = (ﬁ7fyi+1) = fi+1 € L(A] . ). Finalement, on ob-
tient Dexistence de fy, : (D(z1) x ... X D(xy))t — D(y,) U{L} tel que
(fn1, fyn) € L(Ay). Pour tout 0 < i < n, R(y;) = {@1,...,2;} et fy,
ainsi construit est tel que : fy, : (D(z1) X ... x D(x;))* — D(y;) U{L}
est bien une stratégie pour la variable y;. La stratégie composée (f,_1, fun)
appartenant a L£(A,), on a que la stratégie f = widep(xo)((fn_l, fy,) qui
est la stratégie globale du systéme telle qu’aucune variable ne dépende de
la valeur de zy (qui ne communique avec personne) appartient a 4. Donc
le run induit appartient a A, et la stratégie f est gagnante.
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Inversement, supposons qu’il existe un ensemble de stratégies f,, :
(D(z1) X ... x D(x;))T — D(y;) pour 0 < i < n telles que la stratégie com-
posée soit gagnante. C’est-a-dire que f = (fyo, fyrr-- -5 fyn) € L(A). Alors,
par application successive du théoréme 3.2.8, on a que, pour 1 < i < n,
(fyos---» fyi) € LA _.). Donc finalement, f,, € L(A) et le langage de A/,
est donc non vide. |

3.3.4 Architectures indécidables

Cette section montre que l'information incomparable est bien un critére
d’indécidabilité. Nous le prouvons d’abord dans le cadre de la bande passante
maximale, mais on verra en section 3.3.5 que le résultat est valide sur archi-
tectures quelconques, donnant ainsi une condition suffisante d’indécidabilité.

Théoréme 3.3.7

Les architectures a information incomparable sont indécidables pour les
spécifications LTL.

Démonstration: On note X et U les opérateurs next et until de LTL. On
fait une réduction du probléme de synthése sur I'architecture 2( introduite
dans [20], rappelée dans les figures 3.4 et 3.5.

Zo €
Yo U1

F1G. 3.4 — L’architecture 2, - graphe de processus

Zo €
Yo Y1

F1G. 3.5 — L’architecture 2, - graphe de variables
Soit 2 une architecture & information incomparable. Notons z% et z!
ses variables d’entrée et y?,y' ses variables de sortie définissant 1'infor-

mation incomparable : c’est-a-dire que y’ € Acc(z?) N Y \Acc(x!™). Soit
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X =TLex\fo0,.13 D(@) et Y = [ ey 0,413 D(y). On pose ¥ = D(x0) x
X x D(x') x D(y°) x Y x D(y'). Soit g = D(z°) x D(z') x D(y") x D(y').
On définit une réduction red qui & une formule ¢y de LTL(3() associe ¢ =
red(¢p) de LTL(X) définie par induction structurelle sur ¢ comme suit :

— s g9 = (20,71,%0,y1) pour x; € D(z*), y; € D(y*), alors on pose

red(¢o) = Vzex gev (20, T, 21,40, ¥, 41),

= si ¢o = 1o V ¢1 alors red(¢o) = red(vo) V red(ir),

— si g = Py alors red(¢o) = —red(y),

— si ¢pg = Xahy, alors red(pg) = X(red(i)),

— si g = 1o U 1y alors red(po) = red(g) U red(vn).

La spécification ¢ définit un langage L C 3°°. Soit 7y, la projection natu-
relle de X sur Y.
Remarque 3.3.8

Un run s, - s1--- satisfait ¢ = red(¢g) si et seulement si mx,,(so - s1---) satis-
fait ¢g.

En effet,

— 8081+ Fo= \/iexgey(xo,i,xl,yo,gj, y1) si et seulement si s F ¢
si et seulement si 7y, (so) F (20, z1,Y0,y1) si et seulement si 7, (so -
s1-+) F (w0, 21,%0, Y1) = o

— 5081+ Fred(—y) = —red(y) si et seulement si sg-s1--- F red(v)
si et seulement si (par induction) 75, (s - s1---) # ¢ si et seulement
si my,(so - s1--) F .

— 8081+ E red(ig V1) = red(vg) V red(y1) si et seulement si
S0 81+ Ered(ipy) ou sg-s1--- F red(yr), si et seulement si, par
induction, s, (so-s1---) F 1o ou mx,(S0-s1--+) F 91 si et seulement
si 7['20(80'81~~) F g V.

— 8081+ Ered(Xy) = Xred(y) si et seulement si s1--- F red(v)
si et seulement si, par induction, mx,(s1---) F 9 si et seulement si
Tso(50 - 51+ ++) E X,

— 80-81- - Fred(poUty) = red(vg)Ured(1)1) si et seulement s'il existe
J tel que s; - sjq1--- Ered(yr) et pour tout k < j, si F red(¢n)---
si et seulement si, par induction, mx,(s; - sj41---) F 91 et pour tout
k < j, ms,(sk) -+ E 1o si et seulement si s, (so - s1--+) F o U ey.

On veut montrer que ¢q est réalisable sur 2 si et seulement si ¢ est
réalisable sur 2. Gréace & la proposition 3.3.4, on peut supposer que 2 ne
posséde aucune variable interne.

Soit (fy0, fy1) une stratégie distribuée sur 2y réalisant ¢o. Alors, on
construit une stratégie g distribuée sur 2 qui réalise ¢ = red(¢g) en posant

Gy 3[R(YH)]) = Ty (5:(z%)) pour k= 0,1, (3.1)

et on compléte g arbitrairement sur les autres sorties de 2. Notons que
(3.1) définit bien des stratégies, car 2 n’a pas de variable interne et z* €
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R(y*). Soit sg - s1--- un g-run sur A. Par définition, pour k = 0,1, on a
si(yF) = Gy & [RWR)) = Ty (5;(z%)), donc 5, (s0- 51+ ) est un f-run sur
Ao, qui satisfait donc ¢g. D’aprés la remarque 3.3.8, sg - s1 - -+ satisfait ¢.
Finalement, g réalise ¢.

Inversement, soit (g ).cy stratégie distribuée réalisant ¢. On va définir
des stratégies fyr : D(z*)* — D% (k = 0,1) sur o, satisfaisant ¢q,
qui simulent les stratégies jouées dans 2 dans le cas ot ’environnement ne
joue que des 0 sur les entrées différentes de 2° et x!. Pour toute fonction s
d’interprétation des variables de 2/, on définit une fonction d’interprétation
s’ des variables de 2 telle que s'(z¥) = s(z*) pour k = 0,1 et pour tout
r € X\{2%, 2}, §'(z) = 0. On pose

fype(i(a")) = g BIR(Y")])  pour k=0, 1. (32)
Clairement, si s-$1 - -+ est un f-run de o, alors s{-s} - -+ est un g-run de A
dont la projection sur 3¢ est sp-s1 - - -. Donc sj,- s} - - - satisfait ¢ = red(¢o),
et & nouveau par la remarque 3.3.8, le f-run sg - s1--- = wy,(sy - ) )

satisfait ¢g. Donc f = (fy,, fy,) réalise ¢y.

La fonction red définit donc une réduction du probléme de synthése
distribuée sur I'architecture 2y vers le probléme de synthése distribuée sur
I’architecture 2, architecture donnée a information incomparable. Le pro-
bléme de synthése étant indécidable pour %Iy, on obtient l'indécidabilité
pour n’importe quelle architecture contenant un information incomparable. W

3.3.5 Indécidabilité sur architectures quelconques

Le critére d’information incomparable est suffisant pour 'indécidabilité
méme dans le cas d’une architecture 4 bande passante non maximale. En effet
la réduction d’une architecture & information incomparable vers I’architecture
Ag de Pnueli-Rosner peut se faire dés qu’on peut transmettre séparément un
bit d’information vers les deux sorties. La différence dans la preuve tient au
fait qu’ici on ne peut pas a priori transformer le graphe de variables de fagon a
supprimer les variables internes, n’étant pas str de pouvoir transmettre toute
I'information jusqu’aux variables de sortie. Il s’agit donc ici de ne transmettre
le long des chemins que 'information dont on a besoin.

Plus formellement, on peut réécrire la réduction de la fagon suivante :
On se place dans le cas ou, quel que soit * € X, |D(z)| = 2. Soient 2° et
x! les variables de X et y°, y! les variables de Y constituant I'information
incomparable. La spécification définit un langage L C 3*°. Soit Xy = D(2?) x
D(z') x D(y°) x D(y'). On définit une réduction qui a une formule ¢y €
LTL(Xy) associe ¢ = red(¢g) une formule de LTL(X) de la méme fagon qu’a
la section 3.3.4. La remarque 3.3.8 reste vraie.
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On remarque tout d’abord que Vz € X,Vt € T,|D(t)| > |D(z)|, et on
peut donc définir des injections f,; : D(z) — D(t). Pour plus de simplicité,
on supposera par la suite que Vo € X,Vt € T, D(z) C D(t).

Supposons qu’il existe une stratégie distribuée { f,o, f,1} sur 2, satisfai-
sant ¢, alors il existe une stratégie distribuée sur 2 qui satisfait ¢ = red(¢py).
En effet, soit ¢, ..., t% et t1,... t! deux suites disjointes d’étiquettes d’arétes
telles que (2°,19), (', ¢}), (¢2,4°), (L, y') € A, et, pour tout 1 < i < n,
1< j<m, () € A (tj,tj,;) € A Deux telles suites existent car
y' € Acc(z")\Acc(z'™",i = 0,1. Alors on définit des stratégies locales sur
les chemins ainsi distingués qui vont transmettre 'information donnée par
I'environnement sur l'entrée z7, j = 0,1 jusqu’a la stratégie écrivant sur le
canal ¢/, qui va elle se comporter comme fy;.

Formellement, pour 1 < k£ < n, on définit 9o que ’on note g, pour simplifier
les notations. gy est une stratégie sans mémoire telle que pour k < n,

auls) = s(th )
sotalite mp) = { EHESRONE) s St R € Dy

sinon

On remarque que, si les processus se comportent suivant leurs stratégies,

on a, pour tout 1 <k < n, gu(s; {R(E)}]) = si(t)_1) = g (si[{R(]_,]) =
. = 5;(z°). Donc, g,0(5[{R(Y")}]) = f0(5:(t2)) = f,o(Si(x0)). On fait de
méme pour les ga1 et g,1. Pour toutes les autres variables z € TUY’, on définit

par exemple g, = 0. Soit Sy - §; - -+ un g-run sur 2. Alors, pour tout i, pour
tout z € X UY UT, 5;(2) = g.(5:(R(2))). Donc w40 .1 40 ,11(5;) = s; avec

s:{a% 2y’ y'Y — D(a°) x D(z') x D(y°) x D(y")

s(z) = 3(2) pour z € {a% ", 9", y'}
Donc si(y’) = 9,5 (5:((R(y"))) = f,5(5:(27)) = fs(5:(27)) pour j = 0,1, et
So - S1--- est bien un f-run sur Ay. Comme {f,o, f,1} est gagnante pour ¢y,

alors {g., z € V'} est gagnante pour red(¢g) (d’aprés la remarque) et il existe
une stratégie distribuée gagnante pour ¢.

Inversement, supposons qu’il existe {g,|z € Y U T} stratégie distribuée
satisfaisant ¢. On va définir fo : D(z°)" — D(y°) et fo : D(z')™ —
D(y'). Les f, sont les stratégies pour I'architecture 2, satisfaisant ¢o. L’idée
est que les processus de 2y vont simuler les stratégies jouées sur toutes les
variables appartenant respectivement a Acc™!(y'),i = 0,1 dans le cas ou
I'environnement ne joue que des 0 sur les entrées différentes de 2° et 2!. On
définit inductivement sur z € Acc™}(Y) (induction possible car le graphe est
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acyclique) des fonctions f, :

foGil{a®2"}]) = si(a)

faGil{a®2"}]) = si(ah)

fo(Gil{2° 2'}]) = 0€ D(z) pour z € X\{a2°, 2"}
fAGH%2]) = g.(F,Gl{z° 2 })verc)

Remarque: f,; ne dépend que de ), j=0,1.

En effet, on montre par induction que si z n’est pas dans Acc(z?) alors f,
ne dépend pas de 27, j = 0,1. Pour x € X \ {x;,}, c’est évident. Si z €
TUY \ Acc(x?), alors pour tout v € R(z) on a v ¢ Acc(z’). La stratégie
pour la variable z est définie f,((5;[{z°, 2'}]) = ¢.(f,(5:[{z° ' }])ver(r)). Par
hypothése d’induction, f,(5;[{z?, :171}]) ne dépend pas de 27, pour tout v €
R(z), donc f, ne dépend pas non plus de z/. Finalement, yl J n’appartient
pas & Acc(2?), et donc f,1-; ne dépend pas de 27. Donc les fonctions f,o et
[, sont bien des stratégies pour 2. Soit s9-51 - -+ un f-run de 2Ay. On définit
sy - Sy -+ g-run de 2 tel que

sV — U,eyD(2)
si(x?) = si(z?) pour j =0,1
si(r) = 0pourz € X\{2° 2'}

Soit z € TUY, si(2) = g.(s;[R(z)]) par définition d’un g-run. Par induc-
tion, pour tout v € R(z), pour tout 7, si(v) = f,(5;[{z° x'}]), donc si(z) =
9:(J,Gil{z", 2" })ver)) = fo(Gil{z®, 2'}]). Done si(y?) = [, ((5:[{2”, 2'}]) =

s;(y?) pour j = 0, 1. Donc pour tout f-run sg-sq--- sur 2, il existe un g-run
o 81 -+ sur A tel que Tz g1 90 13(8h- 8]+ ) = 8051 - -. Comme tout g-run
est gagnant, alors s’ F ¢ = red(¢o) et s = Ty 41 40 ,13(s") F o et {fyo, fn}
est une stratégie distribuée gagnante.

On a donc une réduction du probléme de synthése distribuée sur I’ar-
chitecture 2y vers le probléme de synthése distribuée sur n’importe quelle
architecture & information incomparable. Le probléme de synthése étant indé-
cidable pour 2y, on obtient I'indécidabilité pour n’importe quelle architecture
a information incomparable. En effet, on constate que les seules informations
transmises sont les variables 2° et 2!, que I'indécidabilité de 2l est conservée
si |D(2°)| = |D(x')] = 2, c’est-a-dire quand l'information transmise est la
plus petite possible, et on obtient donc I'indécidabilité également pour les
architectures & bande passante fixée & information incomparable.
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Chapitre 4

Conclusion et perspectives

Nous avons donc au cours du stage étudié un certain nombre de tech-
niques utilisées pour résoudre les problémes de synthése de controleur dans
le cas distribué. L’indécidabilité arrive tres vite lorsque 'information trans-
mise par l'environnement se divise en plusieurs branches distinctes, mais
nous avons démontré un critére nécessaire et suffisant de décidabilité plus
fin que celui de [6] pour des spécifications ne contraignant que les variables
externes du systéme, dans le cas 0-délai, et pour des architectures a bande
passante maximale. La difficulté technique principale pour prouver la dé-
cidabilité d’architectures dans lesquelles I’environnement communique avec
plusieurs processus de facon séparée vient du fait que les informations de
I’environnement sont stockées dans les noeuds des arbres de stratégie, et
les techniques d’automates d’arbres habituellement utilisées sont inadaptées
pour suivre ces « fourches » de 'information.

Nous aimerions a présent étendre ce résultat aux architectures quelconques
- i.e. & bande passante fixée. Une étape dans la réalisation de cet objectif est
de résoudre 'architecture 25 de la figure 4.1.

S
Y

F1G. 4.1 — L’architecture s

En effet, nous savons depuis [20] que I'architecture de la figure 4.2 est in-
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décidable pour des spécifications LTL (la preuve repose sur la méme idée que
la preuve d’indécidabilité de %Iy présentée a la section 2.2 avec la variation
que la spécification cette fois impose que, lorsque x transmet la valeur 1,
sur le canal de sortie soit écrite une configuration de la machine de Turing
encodée par x1, ce qui fait que le processus P, doit transmettre la configu-
ration déja encodée sur ¢t et P, ne connait pas plus la valeur de zy que dans
I'architecture ).
ll‘oll’l T2

e

F1G. 4.2 — Architecture indécidable

Cette preuve d’indécidabilité ne peut pas étre appliquée telle quelle pour
I’architecture 25, car cette architecture ne posséde qu’un fil de sortie et on ne
peut donc forcer avec des spécifications en logique temporelle la simulation
d’une machine de Turing. Les différentes contraintes que devraient respecter
des stratégies locales synthétisées sur les variables de 25 nous poussent a
regarder les preuves d’indécidabilité pour les arbres & contraintes d’égalité.

Une autre direction de recherche que nous aimerions explorer serait de
trouver un critére de décidabilité pour les architectures a bande passante
maximale, mais avec une sémantique 1-délai. En effet, 'introduction du délai
dans une architecture comme celle présentée a la figure 4.3 si elle est a bande
passante maximale, peut transmettre I'information jusqu’a la variable y, mais
que se passe-t-il si les informations sont transmises de fagon croisée ?

Enfin, ainsi que nous ’avons fait remarquer en section 2.2, la principale
source d’indécidabilité provient du fait que les spécifications LTL sont glo-
bales, alors que les stratégies recherchées sont locales. Nous aimerions donc
restreindre le langage de spécification de telle sorte que dans ce nouveau mo-
dele, toutes les architectures soient décidables. Une piste serait d’adapter le
critére de spécification causale de [7] en tenant compte des bandes passantes.
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