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Résumé du cours précédent

Résolution d’équations non linéaires :

Méthode de dichotomie

Méthode de Newton en dimension n ≥ 1

Méthode d’homotopie
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Objectifs

Présenter l’algorithme de « Transformée de Fourier Rapide » (Fast Fourier
Transform ou FFT)

Un des algorithmes les plus utilisés dans le monde avec des applications en
traitement du signal

traitement d’image

calcul formel (multiplication de polynômes, de grands entiers, etc)
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Plan du cours

1 Multiplication de polynômes et choix de représentation

2 Évaluation et interpolation

3 Racine n-ième de l’unité

4 Version matricielle de la FFT
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Multiplication de polynômes

Le produit de 2 polynômes de degré n est un polynôme de degré au plus 2n

(1 + 2x + 3x2
) ⋅ (2 + x + 4x2

) = 2 + 5x + 12x2
+ 11x3

+ 12x4

Plus généralement, si

P(x) = a0 + a1x +⋯ + anxn et Q(x) = b0 + b1x +⋯ + bnxn

alors R(x) = P(x)Q(x) = c0 + c1x +⋯ + c2nx2n avec

ck = a0bk + a1bk−1 +⋯ + akb0 =
k
∑
i=0
aibk−i
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Multiplication de polynômes (suite)

Algorithme 1 (Multiplication naïve)

f u n c t i o n R = mult ( P ,Q)
n = l e n g t h ( P ) ;
R = z e r o s ( 1 , 2 * n − 1 ) ;
f o r i = 1 : n

f o r j = 1 : n
R ( i + j − 1 ) = R ( i + j − 1 ) + P ( i ) *Q( j ) ;

end
end

Coût :O(n2)

Peut-on faire mieux queO(n2)?
→ algorithme de Karatsuba :O(nlog2 3) ≈ O(n1.58)

Peut-on encore faire mieux?
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Changement de représentation (suite)

On représente généralement le polynôme

P(x) = a0 + a1x +⋯ + anxn

par le vecteur de ses coeõcients a = (a0, a1, . . . , an−1)

Question : y-a-t’il d’autres représentations des polynômes?

Déûnition 1
Un nombre complexe z est une racine de P(x) si P(z) = 0

héorème 1 (héorème de d’Alembert-Gauss)
Tout polynôme P(x) de degré n à coeõcients dans C admet n racines z1, . . . , zn
(comptées avec leurs multiplicités). On a alors

P(x) = an(x − z1)⋯(x − zn)
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Changement de représentation (suite)

On peut donc représenter le polynôme P(x) par an et ses racines z1, . . . , zn.

Évaluation : P étant donné par an et z1, . . . , zn, on peut évaluer P en x enO(n)

Multiplication : P étant donné par an et z1, . . . , zn et Q étant donné par bn et
z′1 , . . . , z′n, PQ est donné par anbn, z1, . . . , zn , z′1 , . . . , z′n

Addition : diõcile !
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Changement de représentation (suite)

héorème 2
Un polynôme de degré n est uniquement déterminé par ses valeurs sur n + 1 points
distincts.

Fixons n + 1 points distincts x0, . . . , xn. On peut spéciûer un polynôme
P(x) = a0 + a1x +⋯ + anxn de degré n par l’une des façons suivantes :

1 ses coeõcients a0, a1, . . . , an
2 les valeurs P(x0), P(x1), . . . , P(xn)

Il est facile de multiplier deux polynômes dont on connaît les valeurs. Le produit
R(z) en un point z est le produit de P(z) par Q(z) !

Facile aussi pour l’addition !
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L’algorithme de multiplication

Représentation par coeõcients Représentation par valeurs
a0, a1, . . . , an P(x0), P(x1), . . . , P(xn)

Évaluation

Interpolation

Algorithme 2 (Mutliplication de polynômes)
Entrée : 2 polynômes P et Q de degré n donnés via leurs coeõcients
Sortie : le polynôme R = PQ donné via ses coeõcients

Sélection
Choisir des points x0, x2, . . . , xm−1 avec m ≥ 2n + 1

Évaluation
Calculer P(x0), P(x1), . . . , P(xm−1) et Q(x0),Q(x1), . . . ,Q(xm−1)

Multiplication
Calculer R(xk) = P(xk)Q(xk) pour tout k = 0, . . . ,m − 1

Interpolation
Retrouver R(x) = c0 + c1x +⋯ + c2nx2n
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Coût de l’algorithme

Coût de la sélection :O(n)
Coût de la multiplication :O(n)

Qu’en est-il du coût de l’évaluation et de l’interpolation?
P(x) = a0 + a1x +⋯ + anxn

On a :
⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

1 x0 . . . xn−1
0

1 x1 xn−1
1

⋮ ⋮

1 xn−1 . . . xn−1
n−1

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

a0
a1
⋮

an−1

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

=

⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

p(x0)
p(x1)

⋮

p(xn−1)

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

S. Graillat (Sorbonne Université) LU3IN028 (cours n°5) 12 / 32



Évaluation par l’algorithme de Horner

P(x) = a0 + a1x +⋯+ anxn
= ((((anx + an−1)x + an−2)x + an−3)x +⋯)x + a0

Algorithme 3 (Algorithme de Horner)

f u n c t i o n r e s = Horner ( P , x )
sn = an
f o r i = n − 1 ∶ −1 ∶ 0

si = si+1 ∗ x + ai
end
res = s0

Coût :O(n)
Si n évaluations à faire → O(n2)
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Interpolation de Lagrange

P(x) =
n
∑
j=0

P(x j)
⎛

⎝

n
∏

i=0,i≠ j

x − x j

x j − xi

⎞

⎠

Algorithme 4 (Algorithme d’interpolation de
Lagrange)

f u n c t i o n P = i n t e r p ( [ ( xi , yi ) ] , x )
A=1 e t P=0
f o r i =0 : n−1

A = A(x − xi)

end
f o r i =0 : n−1

Ai = A/(x − xi)

qi = A(xi)

P = P + yiAi/qi
end

Coût : O(n2).

Multiplication
en O(n2)

opérations par
évaluations et
interpolation.
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Évaluation en mode « diviser pour régner »

On suppose à partir de maintenant que n est une puissance de 2 (n = 2k avec
k ∈ N)

Idée : évaluer un polynôme P(x) de degré < n en n points par paire

±x0,±x1, . . . ,±xn/2−1

car on peut recouper les calculs de P(xi) et P(−xi).

En eòet, on peut séparer les puissances paires et impaires,

P(x) = Pp(x2
) + xPi(x2

)

Exemple :

3 + 4x + 6x2
+ x4

+ 10x5 = (3 + 6x2
+ x4

) + x(4 + 2x2
+ 10x4

)
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Évaluation en mode « diviser pour régner » (suite)

On remarque alors que :

P(xi) = Pp(x2
i ) + xiPi(x2

i )

P(−xi) = Pp(x2
i ) − xiPi(x2

i )

Par conséquent, pour évaluer P(x) en n points ±x0,±x1, . . . ,±xn/2−1, il suõt
d’évaluer Pp(x) et Pi(x) en n/2 points x2

0 , . . . , x2
n/2−1

Si on continue le procédé de manière récursive, le nombre T(n) d’opérations
arithmétiques vériûe

T(n) = 2T(n/2) +O(n)

On montre alors que
T(n) = O(n log n)
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Évaluation en mode « diviser pour régner » : vers la récursion

On part de n points ±x0,±x1, . . . ,±xn/2−1
Après une étape, on a n/2 points x2

0 , . . . , x2
n/2−1

Pour continuer la récursion, on a besoin de

{x2
0 , . . . , x

2
n/2−1} = {±z0,±z1, . . . ,±zn/4−1}

Si z0 = x2
0 et −z0 = x2

j alors x0 = ±ix j avec i2 = −1
Pour continuer la récursion, on a besoin des nombres complexes !
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Racine n-ième de l’unité

Il s’agit des solutions dans C de l’équation zn = 1 !

héorème 3
Soit ω = e2iπ/n. Les solutions de l’équation zn = 1 sont ω j = e2i jπ/n pour
j = 0, 1, . . . , n − 1.

Propriété 1
Si n est pair alors

les racines n-ième de l’unité sont par paire : ωn/2+ j = −ω j

les élever au carré produit les racines n/2-ième de l’unité
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Évaluation en les racines n-ième

Notons ωn = e2iπ/n

Problème : évaluer P en les racines n-ième de l’unité
On rappelle que

P(x) = Pp(x2
) + xPi(x2

)

On observe que (ω j
n)

2 = ω j
n/2

Par conséquent

P(ω j
n) = Pp((ω

j
n)

2
) + xPi((ω

j
n)

2
)

Ainsi évaluer P en les racines n-ième de l’unité peut s’eòectuer en évaluant
Pp et Pi en les racines n/2-ième de l’unité
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Évaluation en les racines n-ième (suite)

Algorithme 5 (Calcul de FFT(P,ω))
Entrée : le polynôme P connu par ses coeõcients de degré n avec n une puissance
de 2 et ω une racine primitive n-ième de l’unité
Sortie : les valeurs de P(ω0), P(ω1), . . . , P(ωn−1)

- si ω = 1 alors retourner P(1)
- exprimer P(x) sous la forme P(x) = Pp(x2) + xPi(x2)

- appeler FFT(Pp ,ω2) pour évaluer Pp en les puissances paires de ω
- appeler FFT(Pi ,ω2) pour évaluer Pi en les puissances paires de ω
- pour j = 0 ∶ n − 1

calculer P(ω j) = Pp(ω2 j) + ω jPi(ω2 j)

- retourner P(ω0), P(ω1), . . . , P(ωn−1)
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Formulation matricielle

L’évaluation de P(x) = a0 + a1x +⋯ + an−1xn−1 en n points x0, x1, . . . , xn−1
peut s’écrire matriciellement

⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

P(x0)
P(x1)

⋮

P(xn−1)

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

=

⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

1 x0 x2
0 ⋯ xn−1

0
1 x1 x2

1 ⋯ xn−1
1

⋮

1 xn−1 x2
n−1 ⋯ xn−1

n−1

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
M

⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

a0
a1
⋮

an−1

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

La matrice M est une matrice de Vandermonde.

Propriété 2
Si x0, x1, . . . , xn−1 sont des nombres distincts alors M est inversible.

L’évaluation est la multiplication par M et l’interpolation est la multiplication
par M−1
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Formulation matricielle : évaluation en les racines n-ième

Évaluer en les racines n-ième revient à multiplier par

Mn(ω) =

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

1 1 1 ⋯ 1
1 ω ω2 ⋯ ωn−1

1 ω2 ω4 ⋯ ω2(n−1)

⋮

1 ω j ω2 j ⋯ ω(n−1) j
⋮

1 ωn−1 ω2(n−1) ⋯ ω(n−1)(n−1)

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

héorème 4 (Formule d’inversion)

Mn(ω)
−1
=

1
n
Mn(ω−1)
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Algorithme « diviser pour régner » matriciel

L’algorithme « diviser pour régner » se voit de manière matricielle

78 Algorithms

This is a geometric series with first term 1, last term ω(n−1)(j−k), and ratio ω(j−k). Therefore it
evaluates to (1− ωn(j−k))/(1 − ω(j−k)), which is 0—except when j = k, in which case all terms
are 1 and the sum is n.

The orthogonality property can be summarized in the single equation

MM∗ = nI,

since (MM ∗)ij is the inner product of the ith and jth columns of M (do you see why?). This
immediately implies M−1 = (1/n)M ∗: we have an inversion formula! But is it the same for-
mula we earlier claimed? Let’s see—the (j, k)th entry of M ∗ is the complex conjugate of the
corresponding entry of M , in other words ω−jk. Whereupon M ∗ = Mn(ω−1), and we’re done.

And now we can finally step back and view the whole affair geometrically. The task we
need to perform, polynomial multiplication, is a lot easier in the Fourier basis than in the
standard basis. Therefore, we first rotate vectors into the Fourier basis (evaluation), then
perform the task (multiplication), and finally rotate back (interpolation). The initial vectors
are coefficient representations, while their rotated counterparts are value representations. To
efficiently switch between these, back and forth, is the province of the FFT.

2.6.4 A closer look at the fast Fourier transform
Now that our efficient scheme for polynomial multiplication is fully realized, let’s hone in
more closely on the core subroutine that makes it all possible, the fast Fourier transform.

The definitive FFT algorithm
The FFT takes as input a vector a = (a0, . . . , an−1) and a complex number ω whose powers
1, ω, ω2, . . . , ωn−1 are the complex nth roots of unity. It multiplies vector a by the n× n matrix
Mn(ω), which has (j, k)th entry (starting row- and column-count at zero) ωjk. The potential
for using divide-and-conquer in this matrix-vector multiplication becomes apparent when M ’s
columns are segregated into evens and odds:

=

aMn(ω)

an−1

a0

a1

a2

a3

a4

...

ωjk

k

j =

a2

a1

a3

an−1

...

a0

...
an−2

2k + 1
Column

2k

Even

ω2jk ωj · ω2jk

columns
Odd

columns

j

Row j
a2

a1

a3

an−1

...

a0

...
an−2

ω2jk

ω2jk

ωj · ω2jk

2k + 1
Column

j + n/2

2k

−ωj · ω2jk

In the second step, we have simplified entries in the bottom half of the matrix using ωn/2 = −1
and ωn = 1. Notice that the top left n/2 × n/2 submatrix is Mn/2(ω

2), as is the one on theQue l’on peut aussi voir comme
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Figure 2.9 The fast Fourier transform
function FFT(a, ω)
Input: An array a = (a0, a1, . . . , an−1), for n a power of 2

A primitive nth root of unity, ω
Output: Mn(ω) a

if ω = 1: return a
(s0, s1, . . . , sn/2−1) = FFT((a0, a2, . . . , an−2), ω

2)

(s′0, s
′
1, . . . , s

′
n/2−1) = FFT((a1, a3, . . . , an−1), ω

2)

for j = 0 to n/2− 1:
rj = sj + ωjs′j
rj+n/2 = sj − ωjs′j

return (r0, r1, . . . , rn−1)

bottom left. And the top and bottom right submatrices are almost the same as Mn/2(ω
2),

but with their jth rows multiplied through by ωj and −ωj, respectively. Therefore the final
product is the vector

a0

a2...
an−2

a0

a2...
an−2

Mn/2

Mn/2

a1

a3...
an−1

a1

a3...
an−1

Mn/2

Mn/2

+ ωj

− ωjj + n/2

Row j

In short, the product of Mn(ω) with vector (a0, . . . , an−1), a size-n problem, can be expressed
in terms of two size-n/2 problems: the product of Mn/2(ω

2) with (a0, a2, . . . , an−2) and with
(a1, a3, . . . , an−1). This divide-and-conquer strategy leads to the definitive FFT algorithm of
Figure 2.9, whose running time is T (n) = 2T (n/2) +O(n) = O(n log n).

The fast Fourier transform unraveled

Throughout all our discussions so far, the fast Fourier transform has remained tightly co-
cooned within a divide-and-conquer formalism. To fully expose its structure, we now unravel
the recursion.

The divide-and-conquer step of the FFT can be drawn as a very simple circuit. Here is how
a problem of size n is reduced to two subproblems of size n/2 (for clarity, one pair of outputs
(j, j + n/2) is singled out):
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Algorithme de FFT

Algorithme 6 (Calcul de FFT(a,ω))
Entrée : un tableau a = (a0, a1, . . . , an−1) avec n une puissance de 2 et ω une
racine primitive n-ième de l’unité
Sortie : Mn(ω)a

si ω = 1 alors retourner a
(s0, s1, . . . , sn/2−1) = FFT((a0, a2, . . . , an−2),ω2)

(s′0, s′1, . . . , s′n/2−1) = FFT((a1, a3, . . . , an−1),ω2)

pour j = 0 ∶ n/2 − 1
r j = s j + ω js′j
r j+n/2 = s j − ω js′j

retourner (r0, r1, . . . , rn−1)
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FFT version itérative

L’étape de récursion de l’algorithme de FFT peut se représenter par le circuit
80 Algorithms

a0
a2

a3

j + n/2

j
a1

an−1

rj+n/2FFTn/2

FFTn/2
...

...

an−2

rj

FFTn (input: a0, . . . , an−1, output: r0, . . . , rn−1)

We’re using a particular shorthand: the edges are wires carrying complex numbers from left
to right. A weight of j means “multiply the number on this wire by ωj.” And when two wires
come into a junction from the left, the numbers they are carrying get added up. So the two
outputs depicted are executing the commands

rj = sj + ωjs′j
rj+n/2 = sj − ωjs′j

from the FFT algorithm (Figure 2.9), via a pattern of wires known as a butterfly: .
Unraveling the FFT circuit completely for n = 8 elements, we get Figure 10.4. Notice the

following.

1. For n inputs there are log2 n levels, each with n nodes, for a total of n log n operations.

2. The inputs are arranged in a peculiar order: 0, 4, 2, 6, 1, 5, 3, 7.

Why? Recall that at the top level of recursion, we first bring up the even coefficients of the
input and then move on to the odd ones. Then at the next level, the even coefficients of this
first group (which therefore are multiples of 4, or equivalently, have zero as their two least
significant bits) are brought up, and so on. To put it otherwise, the inputs are arranged by
increasing last bit of the binary representation of their index, resolving ties by looking at the
next more significant bit(s). The resulting order in binary, 000, 100, 010, 110, 001, 101, 011, 111,
is the same as the natural one, 000, 001, 010, 011, 100, 101, 110, 111 except the bits are mirrored!

3. There is a unique path between each input aj and each output A(ωk).

This path is most easily described using the binary representations of j and k (shown in
Figure 10.4 for convenience). There are two edges out of each node, one going up (the 0-edge)
and one going down (the 1-edge). To get to A(ωk) from any input node, simply follow the edges
specified in the bit representation of k, starting from the rightmost bit. (Can you similarly
specify the path in the reverse direction?)

4. On the path between aj and A(ωk), the labels add up to jk mod 8.

Since ω8 = 1, this means that the contribution of input aj to output A(ωk) is ajω
jk, and

therefore the circuit computes correctly the values of polynomial A(x).

signiûant que

r j = s j + ω js′j
r j+n/2 = s j − ω js′j

S. Graillat (Sorbonne Université) LU3IN028 (cours n°5) 25 / 32



FFT version itérative (suite)

Si on déroule la récursion pour le circuit avec n = 8, on obtient
S. Dasgupta, C.H. Papadimitriou, and U.V. Vazirani 81

5. And finally, notice that the FFT circuit is a natural for parallel computation and direct
implementation in hardware.

Figure 2.10 The fast Fourier transform circuit.
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il a y log2(n) niveaux chacun avec n noeuds pour un total de n log n
opérations
les entrées sont rangées dans un ordre particulier : 0,4,2,6,1,5,3,7

→ on remarque que les entrées sont rangées par ordre croissant des derniers bits
de la représentation binaire de leurs indices !

L’ordre résultant en binaire est 000,100,010,110,001,101,011,111
il s’agit de l’ordre classique croissant 000,001,010,011,100,101,110,111 mais les bits
sont inversés
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Et ailleurs que dans C? Corps ûnis !

L’anneau Z/pZ est un corps si, et seulement si, p est premier. Il est en général
noté Fp.
Pour tout p premier et r > 1, il existe un corps à pr éléments noté Fpr . Attention,
ce n’est pas Z/prZ.
Le groupe des inversibles de Fpr est un groupe cyclique à pr − 1 éléments. Il
admet donc les racines primitives (pr − 1)-ièmes de l’unité.

Si pr = 2k ×M + 1, alors 1 admet une racine primitive 2k-ième de l’unité, on
peut y faire de la FFT!
Comme 17 − 1 = 24, il existe des racines primivites 16-ièmes de l’unité dans F17
(6 et 11). On peut donc multiplier des polynômes dont le produit est de degré au
plus 15 par FFT.
Comme 7937 − 1 = 28 × 31, on peut faire de la FFT dans F7937 pour multiplier
des polynômes dont le produit est de degré au plus 255.

S. Graillat (Sorbonne Université) LU3IN028 (cours n°5) 27 / 32



Les inventeurs de la FFT

Gauss, Carl Friedrich, « Nachlass : heoria interpolationis methodo nova
tractata », Werke, Band 3, 265-327 (Königliche Gesellscha� der Wissenscha�en,
Göttingen, 1866)

Johann Carl Friedrich Gauss (1777-1855)
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Les inventeurs de la FFT (suite)

James W. Cooley, and John W. Tukey, « An algorithm for the machine
calculation of complex Fourier series », Math. Comput. 19, 297-301 (1965)

James Cooley (1926- ) John Tukey (1915-2000)
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Outils logiciels

La FFT est implantée dans bon nombre d’outils pour le calcul scientiûque.
en MATLAB, il faut utiliser la commande fft pour la FFT et la commande
ifft pour la transformée de Fourier inverse

il existe un code très eõcace en C pour calculer des FFT : FFTW
(http://www.fftw.org/)
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Complexités principales des algorithmes de multiplication

nom complexité dans Z complexité dans K[x]
naïf O(n2)

Karatsuba O(nlog2 3)

Toom-Cook O(n2 log(2k−1)/ log k), k ≥ 2
Schönhage – Strassen O(n log n log log n)
Cantor – Kaltofen O(n log n log log n)
Fürer O(n log n 2Θ(log∗ n))
Harvey et al. O(n log n 8log

∗ n) O(n log n 8log
∗ n),K = Fp

Cooley – Tukey (FFT) O(n log n)
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Conclusion

un algorithme très eõcace (enO(n log n))
des applications dans de nombreux domaines (imagerie, traitement du
signal, calcul formel, théorie des nombres, etc)
il existe d’autres algorithmes que celui de Cooley-Tukey
si les données sont réelles, on utilise plutôt une transformée en cosinus
discret
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