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Modélisation et résolutions numérique et symbolique de problemes
via les logiciels Maple et MATLAB (MODEL)

SORBONNE TD-TME n°7 - Calcul matriciel

1.TD

Exercice 1 (Givens complexe). Etant donné un vecteur z = (z1,2)" de longueur 2 a coefficients com-
plexes et ¢ = |z1]/]|z||,. Déterminer s dans la matrice

tel que G soit unitaire et que Gz = || z||e; avec e; = 1,07,

Exercice 2 (Transformation de Householder). Il s’agit ici d’étudier une autre méthode pour effectuer
une décomposition QR.

1. Soit z un vecteur de longueur n avec pour premiere coordonnée z; = { el Posons v = z— ae, avec
a=—e)z|| et u=v/|v|. Définissons
Q=I-2uu”.

Montrer que Q est unitaire et que Qz = ae;. La matrice Q est une transformation de Householder.

2. Etant donné une matrice A de taille m x n, on sait, d’apres la question précédente, déterminer une
transformation de Householder Q; telle que R; = Q; A n’ait que des zéros sous la diagonale de sa
premiére colonne. Expliquer comment déterminer une matrice Q; sous la forme

1 0
G= (0 I—2u2u2*)

afin que Ry = Q2 R; ait des zéros sur la premiere et la deuxieme colonne sous la diagonale.

3. En itérant le procédé, écrire un algorithme réduisant une matrice A sous forme triangulaire supé-
rieure en multipliant par une série de matrices de Householder.

4. Donner la complexité en nombre de multiplications de votre algorithme.

Exercice 3 (Quelques propriétés de la SVD). Soit A= UZVT la SVD d’une matrice A de taille m x n avec
m = n.

1. Montrer que si A est de rang plein, alors la solution de mxin |Ax—bl, est x=VE1UTh.

2. Montrer que ||All; = 01 et que si A est une matrice carré inversible alors ||A‘1||51 =0, etque [|Al2-
-1
A 2 =01/0,

3. Ecrivons V = (v, V2,...,Uplt et U= [u, uy,..., u,l" afin que A= uzvT = ?zlaiuiviT. Montrer que la

matrice de rang k < n la plus proche de A est A, = Zle oil; vl.T etque [[A— Arll = Og41-

Exercice 4 (Théorie de Perron-Frobenius). On dit qu'un vecteur x € R” est positif et on note x = 0 si
toutes ses coordonnées sont positives. On dit qu'il est strictement positive et on note x > 0 si toutes ses
coordonnées sont strictement positive. On dit de méme pour une matrice A € R"*" qu’elle est positive
(resp. strictement positive) si ses coefficients le sont; on note a nouveau A = 0 (resp. A > 0). Plus généra-
lement, on alarelation d’ordre x < y si y—x = 0.

Pour x € R” (de méme pour une matrice A € R”*"), on note |x| le vecteur positif dont les coordonnées
sont les nombres |x;|.



1. Montrer que |Ax| < |A||x|.

2. Montrer qu'une matrice A est positive si et seulement si x = 0 implique Ax = 0.

3. Soit A une matrice positive. Montrer que p(A) est une valeur propre de A associé a un vecteur propre
positif.
Indication : on pourra utiliser le théoréme de Brouwer : toute fonction continue d'un convexe com-
pact dans lui-méme admet un point fixe.

Oskar Perron (1880-1975) Georg Frobenius (1849-1917)

Exercice 5 (Matrices stochastiques). Une matrice P € R"*" positive est dite stochastique sila somme de
chaque ligne est égale a 1:

n
Pij=1 pouri=12,...,n.
i=1

J
1. Montrer que 1 est une valeur propre de P. Donner un vecteur propre associé a cette valeur propre.

2. Montrer que p(P) = 1.

Exercice 6 (Méthode de la puissance). Le but de cet exercice est d’étudier un algorithme calculant la
plus grande valeur propre d’'une matrice ainsi qu'un vecteur propre associé a cette valeur propre.

i=0
répéter
Vi1 = Ax;

Xitv1 = Yirr/lyiell
T _ T
Aiv1= x,~+1Axi+1
i=i+1
jusqu’a convergence

1. Montrer que si A =diag(A,...,4,) avec 11| >|A2| =--- =|1,] alors x; converge vers e; et 1; converge
vers A;.

2. Onsuppose mainteant que A = SAS1est diagonalisable avec A = diag(A1,...,A,) et|A|>|A2] ==
I1,|. Montrer que x; converge vers s; (la premiere colonne de S) et que A; converge vers A;.

2. TME

Exercice 7 (Compression d’images via la SVD). La figure 1 représente une image de 320 x 200 pixels
correspondante a une matrice X de taille 320 x 200.
Laffiche de I'image en MATLAB se fait de la fagon suivante :

load clown.mat;
colormap(’gray’) ;
image (X) ;



FIGURE 1 - Image de taille 320 x 200 pixels

1. En utilisant la question 3 de I'exercice 3, proposer un algorithme de compression d'image. Tester
votre algorithme sur la figure 1.
2. Proposer un taux de compression permettant de mesurer la qualité de compression des images.

Exercice 8 (Défloutage d'images via la SVD). Le but de cet exercice est de déflouter I'image 2. Il s’agit
d’'un exemple de probleme inverse linéaire. Etant donné une image floutée et un modele linéaire de
floutage, on veut reconstruire I'image originale. La figure 2 représente une image floutée.
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FIGURE 2 — Image floutée de taille 250 x 250 pixels

Soit G une image floutée (G est une matrice). On cherche a reconstruire 'image originale F (F est une
matrice). On va utiliser la notation suivante qui transforme une matrice X en un vecteur x = vec(X) qui
n’est autre que le vecteur obtenu en empilant les colonnes de X. Notons donc g = vec(G) et f = vec(F).
Le floutage se fait par le modele g = K f +n o1 K est une matrice (le modeéle de floutage) et 1 un bruit (ou
les erreurs de mesure). On connait donc K et g. Pour retrouver f, on cherche a résoudre le probléme

n}inllg—Kfllg.xs (1)
Le produit de Kronecker A® B ol A est une matrice m x m est défini par
anB ap2B -+ aymB
LZ21B LZZZB oo a2mB
A®B= . .
amlB dsz e ammB

On suppose que la matrice G peut se décomposer en G = A® B.
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1. Montrer que la solution de I’équation (1) s’écrit sous la forme

T
ul.g

n

i=1 i

Vi,

ou K=UZVT, u; estla i-ieme colonne de U et v; la i-ieme colonne de V. En fait, on peut ne regarder
que le résultat tronqué, c’est a dire,

avec p < n.

Posons A=UxZ4 VAT et B=UgZp VBT les SVD respectives de A et de B. On peut montrer que A® B =
(Ua®Up)(Za®Zp) (V4 ® Vp) et que l'on a aussi

F=B'GA T = vz lULGUAz ' V]
Si on note G = U;BUA, ona
3562 =G./S
avec S = diag(Zp) diag(Z)”.
2. Ecriver un programme MATLAB qui prend en entrées A, B et G et calcule F. Vous testerez votre pro-

gramme avec différentes valeurs de p afin d’obtenir 'image la plus nette possible. Les matrices A, B
et G se trouve dans le fichier defloutage .mat !. Il faut le charger en tapant

load defloutage.mat;
colormap(’gray’);
image (G) ;

Pour en savoir plus, voir par exemple :

— Per Christian Hansen, James G. Nagy et Dianne P. O’Leary, Deblurring Images : Matrices, Spectra, and
Filtering, SIAM, 2006

Exercice 9 (Algorithme PageRank de Google). Soit W I’ensemble des pages web que I'on peut attendre
en suivant des liens a partir d'une page racine. Notons n le nombre de pages dans W. On définit la
matrice de connection G de W en posant G;; = 1 s’'il y a un lien vers la page i dans la page j et G;; =0

sinon. Notons ;
cj =) 8ij-
i=1
Il s’agit du degré sortant de la j-ieme page. On définit alors la matrice A € R"*" de la fagon suivante :

o= gij/cj SiCj;éO,
Y0 sinon.

1. Montrer que AT est stochastique. Que pouvez-vous en déduire sur la plus grande valeur propre de A.

2. En utilisant le théoréeme de Perron-Frobenius, montrer qu’il existe un vecteur x € R"*" tel que Ax = x
et Z?:l x; =1.

3. Calculer x en utilisant la méthode de la puissance vue en TD.

Vous utiliserez le fichier surfer .m? pour générer la matrice G.

Pour en savoir plus, voir par exemple :

- Page L., S. Brin, R. Motwani et T. Winograd. « The PageRank citation ranking : Bringing order to the
web », rapport technique, Stanford University, 1998.

- Langyville, A.M. et C.D. Meyer. Google’s PageRank and Beyond : The Science of Search Engine Rankings,
Princeton University Press, 2006.

1. disponible a 'adresse http://www-pequan.lip6.fr/ graillat/teach/model/defloutage.mat
2. disponible a 'adresse http://www-pequan.lip6.fr/“graillat/teach/model/surfer.m
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