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Résumé du cours précédent

@ Introduction a la cryptographie

o Chiffrement symétrique (DES, AES)
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@ Etude des systémes polynomiaux : idéaux, variétés

© Systémes a 2 équations a 2 variables : PGCD, résultants
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Exemples d'applications

Figure: Robotique Figure: vision 3D
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Systémes linéaires versus systémes polynomiaux

e Existence de solutions : Soit f € Q[Xy,...,X,] et
u=(>."_1aiX;)+ ag avec a; € Q
u = 0 a toujours au moins une solution dans QQ si da; # 0
f = 0 n'a pas toujours de solutions dans Q"
f = 0 n'a pas toujours de solutions dans R”
f = 0 a toujours des solutions dans C" (si f ¢ Q)

@ Nombre de solutions : u; = --- = u, = 0 (n formes linéaires en n
variables), fi = --- = f, = 0 n polynémes en n variables.
Cas linéaire : une infinité de solutions ou une unique solution
rationnelle
Cas polynomial : une infinité de solutions ou un nombre fini de
solutions dans C" ou aucune solution
Exemples : XY — 1 = X = 0 (aucune solution),
X?+Y?2-1=X-—Y =0 (2 solutions)
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Besoin d'algorithmes et d'implantations

Représentation informatique des données :

@ Polynéme en une variable : P = ag + ai X + --- + a, X9, a; € K
Tableau de d + 1 coefficients, d est le degré P

@ Polynémes en plusieurs variables : Xi,..., X, les variables,
(a1,...,an) € N7, X[+ X% est un mondme
|'ensemble des mondmes est isomorphe a N”
Un terme est de la forme coeff X monome
P=3" aX/™ X", a €K
Degré total de P = max(d>_7_; jj,i=1,..., M)
Degré de P en X; = max(«jj,j=1,..., M)
Codage possible des polynémes en plusieurs variables : vecteurs de
coefficients (si on ordonne les monémes)
Question naturelle : a degré et nombre de variables fixés, quel est le
nombre de mondmes dans le pire cas (représentation dense) —
Occupation mémoire
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Besoin d'algorithmes et d'implantations (suite)

@ Systémes polynomiaux de petite taille (petit nombre de solutions, peu
de variables, etc.) mais un trés grand nombre a résoudre.
On s'intéressera au cas des systémes de 2 variables

@ Systémes polynomiaux de grande taille (grand nombre de solutions
et/ou nombre de variables > 3).
On va utiliser les algorithmes de I'algébre linéaire pour résoudre

e Fiabilité du résultat produit : les méthodes purement numériques ne
sont pas fiables sur ces problémes.

On utilise le Calcul Formel/Calcul Exact pour garantir les résultats
(nombre de solutions, localisation/approximation garantie)
@ Champs applicatifs : cryptanalyse algébrique, géométrie algorithmique,
robotique
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Plan du cours

@ Généralités — Notion d'idéal — Relations avec |'ensemble des solutions
— Du non-linéaire au linéaire.

@ Polynémes en deux variables — Retour sur I'algorithme d’euclide —
Lien entre Gauss et Euclide — Sous-résultants
Application : tracé de courbes — courbes implicites

@ Polynémes multivariés, Représentations, opérations de base, extension
de la division euclidienne, notion de réduction.

@ Calcul dans les algebres-quotient et algebre linéaire — Résolution
symbolique
Application : optimisation de fonctions polynomiales
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Notion d'idéal — Motivation
Solutionsde X3 — X =0et X2 —-3X+2=0=—PGCD - X —-1=0

(X +5)(X?>=3X+2)+1(X?>—X) = X—1, Combinaisons algébriques!

V' l'intersection des courbes définies
par A= —3Y°-3Y+X°—-1, B =
—Y2? 4+ X?

C’est un ensemble fini de points

(11,1~ (5. 5). (5.~ 5)
deg(Ged(A(—1, Y), B(~1,Y)) > 1 S oo
deg(Ged(A(1,Y),B(1,Y)) > 1 "
deg(Ged(A(1/2, Y), B(1/2, Y)) > 1

(Ged(A(
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Notion d'idéal

Définition 1

Soit A un anneau. Un idéal | de A est un sous-ensemble de A tel que :
e 0el
o V(f,g)elxIl, f+gel
e Vfel etVgeA fgel
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Notion d'idéal

Définition 2

Soit {f,....fiki} CA {prfho+ ...+ pifi | (p1,...,pk) € A¥} est le plus
petit idéal contenant {f,... fi}. On le note (fi, ..., fy).

Définition 3

Un idéal | C A est radical ssi pour tout f € A tel que f* € | (pour
k € N) implique f € /.
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Générateur d'un idéal

Pour faire des calculs : une représentation finie des idéaux est nécessaire

Théoréme 1

Soit | un idéal de Q[ X1, ..., X,]. Il existe une famille finie
{f,... . i} CQ[X1,...,X,] telle que | = (f,... f).

Définition 4

Soit | C A un idéal. On dit que | est principal ssi il existe f € A tel que
| = (f).

Théoreme 2
Tout idéal de A[X] est principal <= A est un corps.

Attention : des idéaux de Z[X] et Q[X, Y] ne sont pas principaux.
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|déal et ensemble de solutions

Soit {f,....fk} CQ[X1,..., Xp] et =(f,... )
Onnote V(fi,....fy) ={x e C"| fi(x) =--- = fr(x) =0}

Pour tout x € V et pour tout f €/, f(x) =0, V(f,...,f) = V()

Soit K un corps et K une cléture algébrique de K. V C K est une
K-variété algébrique ssi il existe {fi, ..., {} C K[Xq,...,X,] tel que

V={xeK |A(x)=" - = fi(x) =0}

@ L'intersection de K-variétés algébriques est une K-variété algébrique.

@ Une union finie de K-variétés algébriques est une K-variété algébrique.
Attention : si |'union n'est pas finie, |'assertion ci-dessus n'est pas
toujours vraie.
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|déal et ensemble de solutions

Définition 6

Soit | un idéal de K[ X, ..., X,]. L'ensemble des points en lesquels tous les
polynémes de | s’annulent est la K-variété algébrique associée a |.

Définition 7

Soit V C C" une Q-variété algébrique.
{f € Q[X1,...,X,] | Vx € Vf(x) =0} est un idéal de Q[Xi,...,X,]. On
I'appelle idéal associé a V et on le note Z(V).

Question : quel est |'idéal associé a la variété algébrique définie par I'idéal
(X2,Y)7?
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|déal et ensemble de solutions (suite)

Nulltstellensatz : Soit {f;,...,f} C Q[X1,...,X,]. V(f,... f) =0 ssi
il existe Az,..., A dans Q[X1,...,X,] tel que 1 = A1fy + - + Axfy

Propriété 1

Soit | un idéal, Z(V(1)) = | <= V1 = 1.

En d'autres termes, Z(V(1)) = VI
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Notion de dimension

- Dimension 0

/\ Dimension 1

Dimension 2

Une variété algébrique de dimension 0 est un ensemble fini de points
dans C”, une variété de dimension n — 1 dans C" est appelée
hypersurface.
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Notion de dimension (suite)

Soit V' C C" une variété algébrique. La dimension de V est le plus grand
entier r tel que :

il existe Xj,,...,Xj et une variété algébrique H de C" tel que la projection
vcC' — Cr\ H
(X1, %) = (X, %)
est surjective.

Soit / un idéal de Q[X1, ..., X,]. La dimension de | est égale a celle de
V(I).
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e cas zéro-dimensionnel : du non-linéaire au linéaire

Relation d’équivalence(réflexive, symétrique et transitive) Soit | C A un
idéal et (f,g) e AXA f~ygssif—gel

Pour f € Q[X1,...,X,], on note f = {g € Q[X1,...,Xu] | f ~1 g}.

: X1,...,X : S
Anneau-quotient : M est |'ensemble des classes d'équivalence
muni d'une structure d'algébre.

f+g=f+g fa=fgetVAcQ M =\f.
Exemples

@ Classes d'équivalences dans Q[X, Y]/(X,Y) ~ Q (coefficients
constants des polynémes).

o Classes d’équivalences dans Q[X, Y]/(X, Y?).
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Le cas zéro-dimensionnel : du non-linéaire au linéaire (suite)

Théoréme 3

Soit | un idéal de Q[Xi,...,X,] de dimension 0. Alors M est un
(Q-espace vectoriel de dimension finie.

Définition 8

Le degré d'un idéal zéro-dimensionnel | est la dimension de I'espace
[X]_,...,Xn]

vectoriel & ;

Il est égal au nombre de solutions dans C” dans le cas ot / est radical.
Lorsque | n'est pas radical, son degré borne le nombre de solutions.

Le degré d’'une variété V de dimension 0 est le degré de Z(V)
Notion d’élément séparant u : V(x,y) € V(I), u(x) £ u(y) e x#y
|| existe un élément séparant parmi Xi + iXo 4+ - -- + "1 X, pour
0<i<(n—1)(3) avec D =tV(/)
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Le cas zéro-dimensionnel : du non-linéaire au linéaire (suite)

Représenter cette algebre-quotient pour y faire des calculs d'algébre
linéaire ?
Chercher une base de |'algébre-quotient en tant que Q-e.v.
Objectif : fournir une représentation des solutions pour en déduire des
approximations numeériques

@ Systémes linéaires : Gauss/LU — Mise sous forme triangulaire
( qO(T)Xn — C7n(7_)

@ Systémes polynomiaux : ¢ :
q(T)X1 = qi(T)
L o(T) =0
Paramétrisation rationnelle
T doit alors étre un elément séparant
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Conclusion

Au prochain cours :
@ résolution d'un systéme de 2 polynémes a 2 variables

@ méthode de Newton en calcul scientifique
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