Techniques Algorithmiques pour le Calcul Scientifique
(L1364)

Cours n°3 : Introduction a I'optimisation (2/2)

Stef Graillat

Université Pierre et Marie Curie (Paris 6)

UPMC

SORBONNE

S. Graillat (Univ. Paris 6) TACS (cours n°3) 1/36

Résumé du cours précédent

@ Généralités sur les problemes d'optimisation

e Notion de point critique
e Condition nécessaire et suffisante d'optimalité
e Multiplicateurs de Lagrange

@ Optimisation en dimension 1

e Méthode de la section dorée
o Méthode de Newton
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Plan du cours : optimisation en dimension n > 2

@ Méthode de recherche directe
@ Méthode de gradient

@ Méthode de Newton

@ Méthode de Quasi-Newton

@ Méthode du gradient conjugué (non linéaire)
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Optimisation en dimension n > 2
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Méthode par recherche de motif
Principe :

@ On suppose que I'on a une approximation x de la solution et un
ensemble d'au moins n+ 1 directions v;, i = 1,..., N formant une
base positive de R"” : chaque vecteur de R” peut s'exprimer comme
une combinaison linéaire a coefficients positifs des vecteurs de la base

@ A chaque étape, on fait une recherche linéaire dans chaque direction
pour minimiser f(x + «;v;) et on remplace x par le point minimisant
la fonction

@ |l s'agit d'un algorithme simple et fonctionne bien en pratique

@ C'est un algorithme facilement parallelisable et qui ne nécessite aucun
calcul de dérivée
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Méthode de gradient

@ Soit f : R" — R une fonction de n variables a valeur réelle

@ En chaque point x ou le gradient est non nul, —Vf(x) correspond
localement a la direction de descente de plus grande pente : f décroit
le plus rapidement dans cette direction que dans une autre!

@ Méthode de gradient : on part d'un point initial xg et on calcul les
itérés successifs par

Xk+1 = Xk — CMka(Xk)

ol « est un parametre de “recherche linéaire” qui détermine la
distance a parcourir dans la direction Vf(x)
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Méthode de gradient (suite)

o Etant donné une direction de descente (par exemple I'opposé du
gradient), on cherche a, comme solution du probleme de
minimisation

min f(xx — axVFf(xx))

OékZO
que |'on peut résoudre avec un algorithme d'optimisation en
dimension 1 (voir le cours précédent)

@ La méthode de gradient est fiable : tant que le gradient est non nul,
on fait diminuer f(x)

@ Mais la méthode ne se souvient pas des directions précédentes : on
fait souvent une progression en zigzag!

@ La convergence est linéaire
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Exemple de la méthode de gradient

@ Méthode de gradient pour minimiser

f(x) = 0.5x7 4 2.5x5

@ Le gradient est donné par Vf(x) = (5)2 )
2

@ En prenant xp = <i) ona Vf(x) = (g)

@ On fait ensuite une recherche linéaire dans la direction opposée au

gradient
min f(xo — a0V (x0))

7]

La solution est donnée par cg = 1/3 et donc I'itéré suivant est
v 3.333
F T \-0.667
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Exemple de la méthode de gradient (suite)
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Méthode par différence finie

Principe :

@ On chercher a approximer le gradient par différence finie

- f(x + tej) — f(x)

(VF(x) t

pour t petit et ¢; le i-ieme vecteur unité
@ Peu de précision sur le gradient

@ Mieux vaut utiliser des méthodes de différentiation automatique :
méthode permettant d'évaluer numériquement les dérivées d'une
fonction spécifiée par un programme informatique
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Méthode de Newton

@ On sait qu'un minimum x* vérifie Vf(x*) = 0. On peut donc
chercher a résoudre I'équation Vf(x) = 0 par la méthode de Newton.

@ On peut aussi approcher f par

f(x + h) ~ f(x) + VF(x)h+ %hTHf(x)h

et minimiser |'approximation quadratique en fonction de h

@ Dans les 2 cas, on obtient I'itération

Xk+1 = Xk — Hf_l(Xk)Vf-(Xk)
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Méthode de Newton (suite)

@ On ne calcule pas explicitement I'inverse de la hessienne. On résout
plutét le systéeme linéaire

Hf(Xk)Sk = —Vf(Xk)

et on calcule
Xk4+1 = Xk + Sk

@ La convergence de la méthode de Newton est quadratique a condition
de commencer |'itération assez preés du résultat.
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Exemple de méthode de Newton

@ On veut minimiser
f(x) = 0.5x2 + 2.5x3

@ Le gradient et la hessienne sont donnés par

Vf(x):(;;) et Hf(x):((l) g)

@ En partant de xg = (i’) on obtient Vf(xp) = (2)

@ Le systeme linéaire a résoudre devient
-5
-5

1 0
0 5/

5 -5 0 : :
et donc xy = xg + Sp = 1 + 1) =\ qui est la solution

exacte du probléme (ce qui est normal pour une fonction quadratique)
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Méthode de Newton (suite)

@ Il n'est pas nécessaire de faire une “recherche linéaire” car la méthode
de Newton donne la direction et la longueur : on ne cherche pas le
parametre oy !

@ Si le premier itéré est loin de la solution, on peut quand méme faire
une étape de “recherche linéaire” pour rendre la méthode plus robuste

@ Une fois arrivé pres de la solution, ay = 1 est suffisant pour les
itérations restantes
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Méthode de Newton (suite)

e Si la fonction f est de classe C?, alors la hessienne Hs est symétrique
et méme défini positif pres du minimum

@ Pour résoudre le systeme linéaire, on peut donc utiliser une
décomposition de Choleski Hf = LLT avec L triangulaire inférieur
(deux fois moins coliteux qu'une décomposition LU)

@ Loin du minimum, il se peut que Hf(xx) ne soit pas défini positif et
donc que s, ne soit pas une direction de descente, i.e.

Vf(Xk)TSk <0

@ Dans ce cas, on peut prendre comme direction de descente |'opposé
du gradient et faire une recherche linéaire
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Méthode de région de confiance

@ On approche f par

f(x + h) ~ q(h) := f(x) + VF(x)h + %hTHf(x)h

@ On cherche a minimiser g(h) mais on restreint la recherche a ||h|| < r
avec r assez petit

@ On choisit Xyouveau = X + h™ avec h* solution de

min q(h
Al <r (h)

@ Cela permet de ne rechercher une solution que dans un domaine ou
I'approximation quadratique est suffisamment précise
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Méthode de Quasi-Newton

@ Le calcul de |la hessienne est trés coliteux!

@ Peut-on s’en passer, i.e. résoudre

min f(x)

en ayant Vf(x) mais pas H¢(x)

Deux exemples possibles :
o Estimer H¢(x) par différence finie : méthode de Newton discréte

@ Approcher He(x) en utilisant des méthodes de Quasi-Newton
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Méthode de Quasi-Newton (suite)

@ Méthode de Newton : x4 1 = Xk + Sk avec s, = He(xi) "1V F(xx)

@ Méthode de Quasi-Newton : utiliser By =~ Hr(xx) a I'aide
d’'informations déja disponibles

o A I'étape k, on connait Vf(xx) et on calcule V(xx41) avec
Xk4+1 = Xk + Sk

- Hf(Xk) satisfait

. VIi(xx + tsg) — VF(x
Hr (xic)sk = lim b l;) ()

Notons gx = Vf(xx). Si f est quadratique alors
Hr(xk)sk = 8k+1 — 8k
@ On va donc cherche une approximation Bj vérifiant |'équation
Bi+1Sk = 8k+1 — 8k

dite équation de la sécante
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Méthode de Quasi-Newton (suite)

@ On connait le comportement de By, 1 dans la direction gx+1 — gk
mais on a aucune information pour les autres directions. On peut
demander a ce que

Byxiiv = Byv si vise =0

@ |l y a une unique matrice vérifiant ces conditions

T
S
k
Bi+1 = Bk — (Bksy — yk)
S, Sk
k
OU Sk = Xk+1 — Xk €t Yk = Zk+1 — 8k
@ Bjq est formé a partir de By en ajoutant une matrice de rang 1

o |l s'agit de la méthode de Broyden
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Algorithme BFGS (Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno)

@ By 1 n'est pas nécessairement symétrique méme si By |'est
@ On peut aussi chercher By sous la forme

min HBk—H — BkH
By 1

vérifiant By1 symétrique et Biy15k = Yk
@ Le choix de By, dépend donc de la norme choisie

@ Pour un choix de norme donnée (non décrit ici), on obtient la formule
BFGS

P Bisks)! Bk yky)
k+1 — k — TB 5 T
S Dkok Yi Sk
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Algorithme BFGS (suite)

Xp — approximation 1initiale
By = approximation de la hessienne
pour k=0,1,2,...

resoudre Bysy = —Vif(xk)

Xk4+1 = Xk + Sk
Yk = Vf(X/H_l) — Vf(Xk)

Bit1 = Bk — (Brsks{ Bk)/(s! BiSk) + (vayid )/ (vi sk)
fin
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Algorithme BFGS (suite)

@ En pratique, c'est souvent la factorisation de By qui est mise a jour et
non By elle-méme, ce qui permet de résoudre le systeme linéaire pour
sk en O(n?) plutdt que O(n?)

@ Contrairement a méthode de Newton, on ne calcule pas la hessienne

@ On peut commencer avec By = | : on prend alors une direction de
descente opposée au gradient

@ L'algorithme BFGS a normalement un taux de convergence
super-linéaire méme si B, ne converge pas vers la vraie hessienne
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Méthode du gradient conjugué non linéaire

@ Il s'agit d'une méthode qui ne nécessite pas le calcul de la hessienne
et ne nécessite pas non plus le stockage d'une matrice approximant la
hessienne

@ L'algorithme génére une suite de directions conjuguées accumulant de
maniere implicite de I'information sur la hessienne

@ Pour certaines fonctions quadratiques, |'algorithme du gradient
conjugué converge apres au plus n itérations, ou n est la dimension du
probleme
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Méthode du gradient conjugué non linéaire (suite)

Xop = approximation initiale
8o = Vf(x)
50 = —&0

pour k=0,1,2,...
choisir ok minimisant f(xx + akSk)
Xk+1 = Xk + QtkSk
8k+1 = Vi(Xkt1)
Bk+1 = (ng+1gk+1)/(nggk)

Sk+1 = —8k+1 + Bk+15k
fin

— I"algorithme sera étudié en détail dans le cours sur les méthode itérative

de résolution de systemes linéaires
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Méthode de Newton tronquée
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@ On peut réduire la quantité de calcul d'une méthode de type Newton

en résolvant le systeme linéaire par une méthode itérative

@ Un petit nombre d'itération permet alors d'obtenir en général une

solution

@ La méthode itérative utilisée pour résoudre le systeme est souvent la

méthode du gradient conjugué

@ Ces algorithmes nécessitent seulement des produits matrice-vecteur. Il
est alors possible d'éviter la construction de la hessienne en utilisant

une méthode de différence finie sur le gradient
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Moindres carrés non linéaire

e Etant donné (t;,y;), on cherche un vecteur x de paramétres qui
s'approche “au mieux” au sens des moindres carrés du modele f(t, x)
ou f est une fonction non linéaire de x

@ On définit le résidu par
ri(x) =y — f(ti,x) pour i =1,....m

On veut donc minimiser ¢(x) = 2 r(x)7 r(x)

2
o Le gradient est Vo(x) = J(x) T r(x) et la hessienne est

Hy(x) = J(x) T J(x) + Z ri(x)Hi(x

ou J(x) est la matrice jacobienne de r(x) et H;(x) est la hessienne de

ri(x)
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Méthode de Gauss-Newton

@ Le systeme linéaire a résoudre dans la méthode de Newton est

m
(Jxi) TI0ae) + ) riCac) Hilx))sie = — () T r()
i=1
@ Calculer les m hessiennes H; est coliteux
@ De plus, les H; sont multipliées par les résidus r; qui sont en général
petit si I'on s'approche de la solution et si le modele correspond bien
aux données
@ Par conséquent, on peut négliger les termes du second ordre et on
résout le systeme

J(Xk)TJ(Xk)Sk = —J(Xk)TI’(Xk)

@ Il s'agit en fait de I'équation normale associée au probleme de
moindres carrés linéaires

J(xk)sk = —r(xk)
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Méthode de Gauss-Newton (suite)

@ On remplace un probleme de moindres carrés non linéaires par une
suite de problemes de moindres carrés linéaires

@ Si le résidu de la solution est grand alors les termes de second ordre
sont importants et la méthode peut ne pas converger

@ Si le résidu est grand, il vaut alors mieux utiliser une méthode de
minimisation non linéaire qui prenne en compte la hessienne
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Méthode de Levenberg-Marquardt

o |l se peut que la matrice J(xx) T J(x«) soit singuliere (mais elle est
symétrique)

@ La méthode de Levenberg-Marquardt consiste a perturber un peu la
matrice pour la rendre définie positive

@ On résout a chaque étape le systeme
(JOxk) "I 0x) + el )sie = =) T r(x)

o Le paramétre ju est choisi de facon a ce que (J(xx)T J(xx) + pl)
soit symétrique défini positive
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Optimisation sous contrainte

@ On cherche a résoudre le probleme

min f(x) sous g(x) =0

X

avec f :R" > R, g :R" - R™avec m < n
@ On cherche un point critique du lagrangien £(x,\) = f(x) + A" g(x)
@ En appliquant la méthode de Newton au systeme non linéaire

T
i = (T KON g
g(x)
on obtient le systeme linéaire

(560 47 -

Cette technique s'appelle la programmation quadratique séquentielle

S. Graillat (Univ. Paris 6) TACS (cours n°3) 31/ 36

Programmation linéaire

@ |l s'agit d'un probleme de minimiser d'une fonction linéaire sous
contraintes linéaires

@ On peut |'écrire sous la forme
minf(x)=c'x sous Ax=bhetx>0

avec m< b, Ac R™" becRMet c,x € R"

@ L'ensemble des contraintes forme un polyedres de R” et le minimum
est atteint a un sommet de ce polyedres

@ La méthode du simplexe consiste a aller de sommets en sommets
jusqu’a ce que |'on trouve le minimum
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Programmation linéaire (suite)

@ La méthode du simplexe est fiable et efficace en général mais est
exponentielle en la taille du probleme de les pires cas

@ Des méthodes de point intérieur développées récemment permettent
de résoudre des problemes de programmation linéaire avec une
complexité polynomiale dans le pire cas

@ Les méthodes de point intérieur naviguent a l'intérieur des régions
admissibles en ne se restreignant pas seulement aux sommets

@ Bien que les méthodes de point intérieur soient de meilleurs
complexités, la méthode du simplexe reste la méthode la plus utilisée
en pratique
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@ Considérons le probleme

min —8X1 - ].].X2

sous les conditions
5% +4xo <40, —x1+3x <12, x>0, x>0

@ Le minimum est obtenu en x; = 3,79 et x, = 5,26 ou la fonction
objectif vaut —88.2
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Exemple (suite)

Sxq + 4xo = 40

—x1 + 319 =12

t

AN SN

6 —88.2
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Conclusion

@ Méthode de Newton

@ Méthodes alternatives ne nécessitant pas le calcul de la hessienne
o Méthode de Quasi-Newton
o Méthode de Newton par différence finie
@ Méthodes alternatives ne nécessitant pas le calcul de la hessienne ni le
stockage de matrice
e Méthode de gradient
e Méthode de gradient conjugué non linéaire
@ Méthodes alternatives ne nécessitant pas le calcul de dérivées

e Méthode de différence finie
o Méthode de Nelder-Meade
e Méthode de recherche par motif
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